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RESUME

For et simplicialt kompleks pa et givent antal knuder, der udggr en triangulering
af en sfeere af en fast dimension, vil antallet af sider af en given dimension veere
opad begraenset af antallet af sider af denne dimension i en cyklisk polytop. Dette
resultat kaldes den gure grense setning for simpliciale sfeerer og blev oprindeligt
vist af Stanley.

Projektet bestar af et udferligt bevis for den gvre graense saetning for simpliciale
sfeerer og vil involvere bade kombinatorik, algebra og topologi. Centralt i beviset
er at til et simplicialt kompleks at associere Stanley-Reisnerringen, da hovedsaet-
ningen i stor grad afhaenger af at kunne afggre, hvornar Stanley-Reisnerringen er
Cohen-Macaulay. Ved at benytte lokal kohomologi af ringen, simplicial homologi
af komplekset og singleer homologi af den geometriske realisation bliver det vist,
at man alene pa baggrund af den geometriske realisation kan afggre om dette er
tilfaeldet.

ABSTRACT

Given a simplicial complex on a given number of vertices, which forms a triangu-
lation of a sphere of a fixed dimension, the number of faces of a given dimension
will be bounded from above by the number of faces of this dimension in a cyclic
polytope. This is known as the upper bound theorem for simplicial spheres, which
was originally proven by Stanley.

This project consists of a comprehensive proof of the upper bound theorem for
simplicial spheres, and will draw on results from the fields of combinatorics, algebra,
and topology. A key part of the proof relies on associating the Stanley-Reisner ring
to a given simplicial complex, as the main theorem to a large degree depends on
being able to decide when the Stanley-Reisner ring is Cohen-Macaulay. By using
local cohomology of the ring, simplicial homology of the complex, and singular
homology on the geometric realisation, it it shown that this can be determined
purely on the basis of the geometric realisation.
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INTRODUKTION

Hovedsatningen i dette projekt er, at for simpliciale komplekser pa n knuder,
som udggr en triangulering af en (d — 1)-dimensionel sfeere, vil antallet af sider i A
af dimension ¢ vaere opad begraenset af antallet af sider af dimension 7 i en cyklisk
polytop af type C(n,d). Denne kaldes den gvre graense saetning for simpliciale sfaerer
og blev vist af Stanley i 1975[10].

11957 formodede Motzkin et lignede resultat om polytoper: for d-polytoper med
n hjgrner vil maksimum af antallet af sider af dimension ¢ blive realiseret i en cyklisk
polytop af type C'(n,d). Dette blev vist af McMullen i 1970[7]. Hvis der for et sim-
plicialt kompleks med |A| =2 S9! gzelder, at |A| er randkomplekset af en d-polytop,
folger pastanden umiddelbart fra den gvre graensesaetning for polytoper. Det blev
vist af Griinbaum, at der findes simpliciale komplekser, hvis geometriske realisa-
tion er en sfeere, men som ikke kan beskrives som randkomplekser af en polytop.
Af et resultat af Kalai[6] folger, at for stgrstedelen af disse simpliciale komplekser,
vil dette veere tilfeeldet. Motiveret af dette resultat foreslog Klee i 1964 den gvre
graense setning for simpliciale sfaere, og denne kan saledes betragtes som en vigtig
udvidelse af resultatet for polytoper.

Centralt for bade Stanleys bevis og beviset i dette projekt er, at til et simpli-
cialt kompleks kan associeres bade en Noethersk ring kaldet Stanley-Reisnerringen
og et topologisk rum kaldet den geometriske realisation. Beviset trackker pa flere
forskellige grene af matematikken svarende til strukturen af disse objekter. Saledes
benyttes resultater fra kommutativ og homologisk algebra til at vise, at den gvre
granse setning afhaenger af ringteoretiske egenskaber ved Stanley-Reisnerringen og
kombinatoriske egenskaber ved det simpliciale kompleks. P4 baggrund af algebraisk
topologi sluttes, at disse egenskaber kun afthaenger af topologiske invarianter ved
den geometriske realisation.

Bevistrategien i dette projekt, er fgrst at definere Stanley-Reisnerringen og via
Hochsters s@tning at vise en sammenhaeng mellem lokal kohomologi af ringen og
simplicial homologi af visse delkomplekser. Dette benyttes til at vise, at Stanley-
Reisnerringen er Cohen-Macaulay ligeledes kun athaenger af simplicial homologi af
delkomplekser. Efterfglgende beskrives cykliske polytoper og antallet af sider i disse.
Dette benyttes til at vise, at Cohen-Macaulay- og Eulerkomplekser vil opfylde den
gvre graense saxtning. Herefter bevises, at spgrgsmal om et simplicialt kompleks
er et Cohen-Macaulay- og Eulerkomplekser, kan afggres alene pa baggrund af den
singulaere homologi af den geometriske realisation.

Der vil i projektet blive antaget kendskab til grundleggende dele af kommutativ
algebra, homologisk algebra, topologi og algebraisk topologi. Disse er blandt andet
beskrevet i [11],[3] og [5], og den anvendte notation stammer derfra.

Fremstillingen i dette projekt er i hovedtrak baseret pa [2], med undtagelse af
Kapitel 5 og Kapitel 7.1 som er inspireret af [5] henholdvis [1]. Enkelte ideer stam-
mer derudover fra [9]. Der er dog tale om en en gennemgéiende omstrukturering af
materialet, hvor detaljer, hjelpelemmaer samt eksempler er blevet tilfgrt. Beviserne
i kapitel A, C samt afsnit 1.2, 1.3 og 4.2 er udarbejdet af forfatteren.

OVERSIGT

Af hensyn til leseren fglger nu en kort oversigt af projektet. I kapitel 1 vil
simpliciale komplekser og den tilhgrende Stanley-Reisnerringen blive defineret. Ef-
terfglgende vil fokus vaere pa graduering og Krull-dimension af denne ring. Ka-
pitel 2 er en kort gennemgang af lokal kohomologi, som i Kapitel 3 anvendes pa
Stanley-Reisnerringen. I Kapitel 4 vil man benytte lokal kohomologi til at vise, at
Cohen-Macaulaykomplekser kan beskrives ved hjelp af simplicial homologi. Kapitel
5 bestar af en kort opsummering af generel teori om polytoper og en efterfglgende
gennemgang af cykliske polytoper. Resultaterne om cykliske polytoper benyttes i
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Kapitel 6 sammen med egenskaber ved gradueringen pa Stanley-Reisnerringen til at
vise den gvre graense satning for en szrlig type komplekser. I Kapitel 7 vil topologi
spille en central rolle, da geometrisk realisation defineres og sammenhangen mel-
lem singulaer homologi af dette og komplekserne fra Kapitel 6 vises. Ved at benytte
kendskabet til singuleser homologi for sfeerer vil hovedsatningen blive bevist.

Bilag A er en kort gennemgang af de ringteoriske begreber, som vil vaere centrale
i projektet. Bilag B er en uddybningen af visse pastande fra Kapitel 2. Bilag C
indeholder beregninger af simplicial homologi for forskellige typer af komplekser,
som anvendes flere steder i projektet.

Der er i projektet blivet prioriteret, at der ikke anvendes teori, som ikke pa det
givne tidspunkt er blevet introduceret.

1. STANLEY-REISNERRINGE

Efter definitionen af Stanley-Reisnerringe vil fokus vaere pa en rackke ringteoriske
egenskaber ved denne. Der afsluttes med definitionen af h-vektoren, som udggr en
central forbindelse mellem de kombinatoriske egenskaber ved det simpliciale kom-
pleks og egenskaber ved den tilhgrende Stanley-Reisnerring.

1.1. Simpliciale komplekser og Stanley-Reisnerringe.

Definition 1.1.1. Ladn € N og V = {v1,...,v,}. Et simplicialt kompleks A pa V
er en ikke-tom delmengde af potensmengden P(V'), som er nedadtil afsluttet med
hensyn til inklusion. Et simplicialt kompleks A opfylder siledes, at hvis F' € A og
G C F, vil G € A. Et delkompleks af A er en delmengde af A, som selv udgor et
simplicialt kompleks.

Elementerne i A betegnes for sider, og en side i A kaldes maksimal, hvis den
er maksimal med hensyn til inklusion. For F' € A defineres dimensionen af F' ved
dim F' = |F| — 1. Dimensionen af det simpliciale kompleks A scettes til

dim A = max{dim F' | F € A}.
Antallet af sider i A af dimension i betegnes f;(A), og f-vektoren for A er falgende:
f(A) = (f=1(A), fo(A), ..., faim a(A)).

Bemerk, at denne definition altid medfgrer, at § € A. Da A # 0, findes nemlig
F e A, ogidet @ C F, folger det gnskede. Da den tomme mangde har dimension
—1 og er den eneste, som opfylder dette, vil f_1(A) = 1 for ethvert simplicialt
kompleks. T det efterfplgende vil ethvert simplicialt kompleks vaere et simplicialt
kompleks pa V' = {vy,...,v,}, hvor n € N.

Definition 1.1.2. Lad A wvere et simplicialt kompleks og k et legeme. Stanley-
Reisnerringen k[A] for A med hensyn til k er k[A] = k[X1,..., X,]/Ia, hvor I er
idealet i k[X1,...,X,] frembragt of

Ie

v, EA

AQVhUorA¢A}.

Bemeaerk, at da () € A, vil Ia enten vaere nulidealet eller frembragt af monomier
af positiv grad.

1.2. Idealer i en polynomiumsring frembragt af monomier. Motiveret af
definitionen af Stanley-Reisnerringen undersgges nu idealer i en generel polynomi-
umsring, som er frembragt af monomier.

Lad k veere et legeme. For et m € Nlad R vaere polynomiumsringen k[ X1, ..., Xp].
Lad Ny veere de ikke-negative hele tal, altsd Ng = NU{0}. For a = (a1, ..., an) € NI
benyttes konventionen, at X = X{*--- X% Seet A4 = {X* | a € NJ'}, hvorved
A er maengden af monomier i R. For u,v € .# kaldes u en divisor i v, betegnet
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u | v, hvis der findes w € #, sd uw = v. Med hensyn til division af monomier er
mindste feelles multiplum defineret som det monomium af mindst mulig grad, der
er et multiplum af de betragtede monomier.

Et polynomium i R kan skrives som en k-linearkombination af monomier. Saledes
vil der for a € R forskellig fra nulpolynomiet findes N € N, A\,..., Ay € k og
Wi, ..., WN € M, S4

N
i=1

Hvis der antages, at monomierne wq,...,wy er forskellige, og A1,..., Ay ikke er
nul, vil sddan en fremstilling af a veere entydig op til omnummerering af indeks.
Monomierne wq, ..., wy kaldes i det tilfzelde monomierne forekommende i a.

Lemma 1.2.1. Lad I veere et ideal i R frembragt of F; C A . For a € I geelder
der, at hvis w € M forekommer i a, findes u € Fr, sd u er divisor i w. Specielt vil
wel.

Bevis. Et a € I kan herved skrives som en endelig R-kombination af elementer fra
Fr1. Da polynomierne i R er endelige k-kombinationer af monomierne, sluttes, at for
a € I findes s € N, s3

S
a= Z)\jvjuj, hvor \; € k,v; € A ,u; € Fy.
j=1
Da to polynomier er ens, netop hvis de har de samme led, folger det at ethvert mo-
nomium forekommende i a, ogsa forekommer i summen pa hgjre side. Monomierne
forekommende i a har herved formen vu, hvor v og v begge er monomier og u € Fj.
Da u € I, vil monomierne forekommende i a ogsa vaere elementer i I. ]

Af ovenstaende lemma fglger direkte:

Korollar 1.2.2. Lad I vere et ideal i R frembragt af monomier. Da gelder, at
a € I hvis og kun hvis ethvert monomium forekommende i a ligger i I.

1.3. Krull-dimension af Stanley-Reisnerringe. Det interessante vil nu vaere at
undersgge sammenhangen mellem Krull-dimensionen af k[A] og dimensionen af A.
For at gore dette indferes forst lidt notation:

Definition 1.3.1. Lad k vere et legeme. For A C V, lad B4 veere idealet i
kE[X1,...,X,] frembragt of X;, for hvilke vj; ¢ A.

Med denne notation haves fglgende sammenhaeng:

Lemma 1.3.2. Lad A vere et simplicialt kompleks og k et legeme. For A C V
geelder:
INC By <= AcA.

Bevis. Forst behandles to specialtilfaelde. Hvis A = @ er By = (X1,...,X,). Da Ia
enten er frembragt af monomier med positiv grad eller er nulidealet, vil der altid
geelde, at Ian C By. Som bemaerket, vil § € A, si pastanden er triviel opfyldt for
den tomme mangde. Der haves, at By er nulidealet. Tilsvarende, hvis V € A; vil
A = P(V) per definition. Lemmaet er for A =V akvivalent med folgende pastand:

In=0 < A=P(V).
Dette er klart, da idealet In er nulidealet netop nar enhver mulig side af A er
realiseret. Antag derfor i det fglgende, at A C V er forskellig fra ) og V.
Antag, at Ia C B4 og med henblik pa modstrid, at A ¢ A. Per definition vil

monomiet [[, -, Xi € Ia, og saledes haves, at [[, c 4 X; € Ba. Da idealet B4 er
frembragt af en ikke tom mangde af monomier, resulterer Lemma 1.2.1 i, at der
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findes 1 < j<n,sdv; ¢ Aog X; |]]
en modstrid fremkommer.

Antag, at A € A. Der skal vises, at In C B 4. Det er nok at vise, at enhver
frembringer for Ia er et element i B 4. En frembringer for /o har formen ije B Xj,
hvor B C V, som opfylder B ¢ A. Da A € A, sluttes nu direkte, at B ¢ A. Herved
konkluderes, at der findes j € {1,...,n},sd v; € Bogv; ¢ A Davil X; € By,
hvorfor [] X; € Ba. O

viea Xi- Af dette konkluderes, at v; € A og

UjEB
Saetning 1.3.3. Lad A vere et simplicialt kompleks og k et legeme. Da vil

In= (Nl  Br

FeA,
F maksimal side

Bevis. For at forenkle notationen lad J veere idealet i k[X1,...,X,] pa hgjre side
af lighedstegnet i lemmaet. Af Lemma 1.3.2 fglger, at for en maksimal side F' € A,
vil In € B, hvorved der haves, at In C J.

Betragt f € J. Da vil der for enhver maksimal side F' € A gealde, at f € Bp.
Da 9B er frembragt af monomier, er dette jaeevnfor Korollar 1.2.2 s&kvivalent med,
at ethvert monomium wu forekommende i f, opfylder, at u € B . Lad u veere et
monomium forekommende i f og F' € A vaere maksimal. Da vil u € B, hvorfor
der af Lemma 1.2.1 folger, at der findes v;, ¢ F, sa X;,. | u. Betragt

V' ={vj, | F € A maksimal} C V.

Antag V' € A. Da ville der findes en maksimal side F/ € A, sa V' C F’. Idet
vj,, € V', ville vj,_, € F" i modstrid med antagelserne. Herved fglger, at V' ¢ A.

Defineres
’LL/ = H Xi7

v; eV’
vil ' € Ia. For v; € V' haves, at X; | u, hvorfor der sluttes, at det mindste
feelles multiplum af X; for v; € V’, ma veere en divisor i u. Dette er netop u', sa
der konkluderes, at u' | u og siledes vil u € Ia. Herved vil ethvert monomium
forekommende i f ligge i I, s& der sluttes, at f € Ia. O

Saetning 1.3.4. Lad A vere et simplicialt kompleks og k et legeme. Da vil Krull-
dimensionen dim k[A] = dim A + 1.

Bevis. Lad F = {v;;,...,v;,} € A, hvor s € Ny. For 1 < t < s defineres F; =
{viy,..,v;,}og Fo =0.Davil F; C Ffor0 <t <s,s4 F; € Aforalle0 <t < s.For
et t € {1,...,s} vil F;_1 C F}, hvorfor det af definitionen fglger, at By, C Bp, ,.
For t € {0,...,s} er ringen k[X1,...,X,]/BF, isomorf med polynomiumsringen
k[Y1,...,Y;]. Da k er et legeme, er dette et integritetsomrade. Ergo der sluttes, at
Br, € Spec(k[X1,...,X,]) for t € {0,...,s}. Pa baggrund af Lemma 1.3.2 haves,

at In C B, for alle 0 <t < s. Herved vil
(1) Br/In=Br,/In CBr._,/In G- S Brp/Ia & Br,/Ia.
vaere en kaede af primidealer i k[A] af leengde s = |F| = dim F+1. Heraf konkluderes,
at
dimk[A] > max{dim F+1| F € A} =dim A + 1.

Antag, at der geelder, at dim k[A] > dim A + 1. Da findes en kade af primidealer

i k[A] af leengde j > dim A + 1. Denne svarer til en keede
PoCPL & -GS P11 &Py

af primidealer i k[ X1, ..., X,] af leengde j, hvor Ia C po. Af Sztning 1.3.3 folger,
at

p2Ia= (] Br2 [ Br

FeA FeA
F maksimal F maksimal
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Da po er et primideal folger af [11, RM (4.8)], at der findes en maksimal side
F e A, 53 Br C pg. Ved passende nummerering, er da Br = (X;,,..., X;,), hvor
r =n — |F|. Bemark, at r > n — (dim A + 1). Herved er

0 g (le) g (levij) g g (Xj17""Xj7‘—l) g sBF c Po g g pja
en kade af primidealer i k[ X7, ..., X,,] af leengde mindst
r+j>n—(dmA+1)+dimA+1=n.

Dette er i modstrid med, at polynomiumsringen k[X7, ..., X,] har Krull-dimension
n. Herved konkluderes, at dim k[A] = dim A + 1. O

Eksempel 1.3.5. Lad V = {v1,vq,v3, 04,05} 0g

A= {(bv {U1}7 {U2}a {U3}’ {’04}7 {U17U2}7 {U17U3}7 {’02,1}3}, {U37U4}v {Ula 112,1)3}}

som kan kan visualiseres ved figur 1. Bemeerk, at der i V forekommer et element,

V2 o Us

U3

V1 V4

F1GUR 1. Det simpliciale kompleks A.

som ikke realiseres 1 A, symboliseret ved spdgelsesknuden for vs. Da er dim A = 2
o9 f(A) =(1,4,4,1). De maksimale sider i A er {vi,vs,v3} og {vs,v4}. Hvis k er
et legeme vil © henhold til Lemma 1.3.3

In = (X4, X5) N (X1, X2, X5) = (X1 Xy, Xo Xy, X5).

Stanley-Reisnerringen k[A] = k[ X1, X, X3, X4, X5]/Ia har jevnfor Setning 1.3.4
Krull-dimension 3. Der bemeerkes, at X5 € Ian svarende til den ikke-realiserede
knude vs. Huvis man istedet betragter A som simplicialt kompleks pa V \ {vs} wil
idealet In vere (X1X4, XoX4) og de to Stanley-Reisnerringe er siledes isomorfe.

For senere at kunne afggre hvornar Stanley-Reisnerringen er Cohen-Macaulay,
vil kendskabet til fglgende Krull-dimension veere centralt:

Korollar 1.3.6. Lad A weere et simplicialt kompleks pa V' og k et legeme. Lad
x; betegne restklassen af X; i k[A] og lad m = (z1,...,z,). Da gelder, at Krull-
dimensionen af brokringen k[A]y er dim A + 1.

Bevis. St R = k[A] og dimA =d —1. Da R/m = k, vil m veere et maksimalideal,
hvorfor lokaliseringen er veldefineret. Der gelder, at

Spec Ry = {pm | p € Spec(R),p C m},

hvorfor dim Ry, < dim R. Af Sezetning 1.3.4 fglger nu, at dim Ry, < d.

Lad F € A. Primidealer i R fra (1) er alle indeholdt i m. Af Lokaliseringsprin-
cippet fglger, at der ved lokalisering i m fremkommer en kesede af primidealer i Ry,
af samme leengde som (1), nemlig dim F' + 1. Herved fglger, at

dim Ry > max{dim F + 1| F € A} =d. O
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1.4. Graduerede Stanley-Reisnerringe. Lad i det folgende A vaere et simpli-
cialt kompleks pa V og k et legeme. Teorien om graduerede ringe fra Kapitel A
vil nu blive anvendt pa Stanley-Reisnerringen. Inspireret af Eksempel A.1.2 vil
k[A] blive udstyret med bade en Z"-graduering og en Z-graduering og de tilsva-
rende Hilbertserier vil blive beregnet. I begge tilfaelde vil det veere af betydning, at
Stanley-Reisnerringen er en *lokal ring og Hilbertserien ikke atheenger af k.

Gradueringen af polynomiumsringen i det pagaldende eksempel er baseret, pa at
monomierne udger en k-basis for ringen. For at overfore dette resultat til Stanley-
Reisnerringen, vil der fgrst blive undersggt hvornar et monomium er et element i
IA. Til dette defineres:

Definition 1.4.1. For a = (ay,...,a,) € Njj defineres Supp o = {v; | a; > 0}.
Lemma 1.4.2. For o € N} geelder, at X € In hvis og kun hvis Supp o ¢ A.

Bevis. Hvis Suppa ¢ A, vilu =[]
X e ln.

Hvis X% € Ia folger af Lemma 1.2.1, at der findes A C V,sd4 A ¢ A og
HvieA X; | X Heraf sluttes, at A C Suppa. Antag, at Suppa € A. Da A er
et simplicialt kompleks giver ovenstaende direkte, at A € A, hvilket er i modstrid
med antagelserne. Herved sluttes, at Suppa ¢ A. O

vieSuppa Xi € Ia. Der geelder, at u | X<, hvorfor

Med z; betegnes restklassen af X; i k[A]. For o = (as,...,a,) € N benyttes
konventionen, at z* = z{'---z% . Da Ia er frembragt af monomier, er det en
umiddelbar konsekvens af Lemma 1.4.2 og Korollar 1.2.2, at

{z% | o € N{,Suppa € A}
udger en k-basis for k[A]. Defineres for oo € Z™

)

« n A
KAl = {cz*|cek} aeNj,Suppae
0 ellers

vil dette saledes veere en Z"-graduering af k[A]. For at beregne Hilbertserien benyt-
tes folgende lemma;

Lemma 1.4.3. For alle m € N er

m

t.
1o = .
2 v =1li=
aeN™ =1
Bevis. Lemmaet folger let ved induktion efter m. O

Seetning 1.4.4. Med den givne Z™-graduering pi k[A] er Hilbertserien
t;
Hua® = 3 TT
FEA v, €F ¢

Bevis. Af Lemma 1.4.2 fglger, at for et a € Ny med Suppa € A, vil % # 0. Herved
konkluderes, at

1 n A
H(K[A], a) = dimy, k[A] = { a € N, Suppa €

0 ellers
Ergo
Hua)®) = > HEAL o)t = > to=)" Yt~
a€gZn a€eNy FeA aeNy
Supp a€A Supp a=F

Der vil nu blive vist, at for F' € A, er

2) > o=l

aeN( v; €F
Supp a=F
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hvoraf saztningen fglger direkte. Hvis |F| = 0, er F' = . Der gelder for o =
(a1,...,a,) € N§, at Supp a = 0 hvis og kun hvis a; = 0 for alle 1 <4 < n. Ergo

doorr=1-h=1=1] ]-iiti,

aeN{ v; €D
Supp a=0

idet det tomme produkt per konvention er lig 1.

Hvis |F| > 0, fremkommer der en bijektiv korrespondance mellem o € Ny med
Suppa = F og # € NI¥I ved at se bort fra elementerne i «, som er nul. Ligningen
(2) er herved en umiddelbar konsekvens af Lemma 1.4.3. O

Der defineres for i € Z:
K[A]; = {f € k[z1,...,2,] | f homogent,deg f =i} >0
‘o i<0’
Ovenstaende er alle k-vektorrum, og da produktet af to homogene polynomier af
grad i og j er et homogent polynomium af grad ¢ + j fglger let, at dette udger en
Z-graduering af k[A].
Seetning 1.4.5. Med hensyn til den givne Z-graduering af k[A] er Hilbertserien:

dim A

Hia () = Y

i=—1

fi(A)ti'H
m'

Bevis. For o = (a1,...,a,) € Z™ defineres || = > a;. Lad i € Ny. Da Ia

er frembragt af monomier, er det en umiddelbar konsekvens af Lemma 1.4.2 og
Korollar 1.2.2, at

{z%| o € N{,|a| =i,Suppa € A}
udggr en k-basis for k[A];, mens k[A]; er nuldimensional for i < 0. Herved folger,
at for alle i € Z vil
dimg k[Al; = > dimy k[A]..
a€Z™,|a|=i
Pa baggrund af dette se, at
Hia)(t) =Y _dimp k[At" =Y "t0 Y dimg k[Al = Y dimy k[A]o .

icZ i€Z  a€Zn,|al=i aezn

Herved konkluderes, at Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z-gradueringen
fremkommer ved at erstatte ¢; med t i Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z"-
gradueringen. Pa baggrund af Saetning 1.4.4 fglger nu, at

4IF fdim F+1 dim A fi(A)E
Hyja)(t) = Z F| — Z dmFi1 Z itle 0
FeA(l—t)\ I FeA(l—t) + = (1 —1¢)i+

For de givne Z- og Z™-gradueringer af Stanley-Reisnerringen folger:

Lemma 1.4.6. Lad A veere et simplicialt kompleks pa V', og lad k veere et legeme.
Lad x; betegne restklassen aof X; i k[A] for 1 <i<n og set m = (x1,...,2,). Da
er (k[A],m) en *lokal ring.

Bevis. 1 begge tilfeelde vil m = (z1,...,x,) veere et ideal frembragt af homogene
elementer k[A], hvorved m er et gradueret ideal. De homogene elementer er indeholdt
i kUm, sa det folger, at ethvert aegte gradueret ideal er indeholdt i m. Saledes vil
(k[A],m) vaere en *lokal ring. O
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1.5. h-vektoren. Til et simplicialt kompleks tilknyttes endnu en vektor kaldet h-
vektoren. Den indeholder de samme informationer som f-vektoren, men er i bereg-
ningssammenhéange mere nyttig.

Lemma 1.5.1. Lad A veere et simplicialt kompleks pa V' af dimension d—1 og lad
k veere et legeme. Med hensyn til Z-gradueringen af k[A], vil Hya)(t)(1 — ) veere
et polynomium i Z[t] af grad hgjst d. Ydermere gelder der, at hvis hj(A) betegner
koefficienten til t7 for et 0 < j < d, da vil

hi(A) = iel)“ (C.l _ ) fimr(A)-

=0

Bevis. Af Seetning 1.4.5 fglger, at der gaelder

d—i .
Hia (t )1 —t)? Zfz (A1 — )¢ Zfz 1 Z <d21>ti+k(_1)k-

k=0

Heraf haves, at Hja)()(1 — )% er et polynomium af grad hgjst d, og ved sammen-
ligning af koefficienter fremkommer det gnskede. |

Bemsaerkning 1.5.2. For et simplicialt kompleks A pa V' af dimension d—1 og et
legeme k, er k[A] blevet udstyret med en Z-graduering. Denne opfylder, at k[A]; =0
for alle i < 0. Da k[A] # 0 og som vist har dimension d, folger det af den generelle
teori for Hilbertserier, som beskrevet i [2, Korollar 4.1.8.], at der findes et entydigt

bestemt Qpia)(t) € Z[t] med Qpa)(1) # 0, sd

Qrja(t)

Lemma 1.5.1 kan sdledes betragtes som en metode til at bestemme Qpa(t).

Af ovenstaende lemma ses, at polynomiet Hya)(¢)(1 — ¢)? ikke afheenger af k
men kun af den kombinatoriske struktur af A. Herved kan man definere

Definition 1.5.3. For et simplicialt kompleks A aof dimension d — 1, er h-vektoren
for A wvektoren bestiende af koefficenterne til polynomiet Hya)(t)(1 — t)? for et
vilkarligt legeme k. Der benyttes notationen h(A) = (ho(A), ..., hqa(A)).

Lemma 1.5.4. For et simplicialt kompleks A aof dimension d—1 gelder der, at for
0<j<duwil

fi-1(A) = Zi; (d B ’) hi(A).

j—i
Bevis. T henhold til Seetning 1.4.5 haves ligningen
d
(3) D (A = Hya(t) (1 — 1) Z fi (A1 — )%
i=0

Ved substitutionen ¢ — s/(1 + s), vil 1 — ¢ blive erstattet med 1/(1 + s), hvorfor
substitutionen pa ligningen (3) bliver

d
Zh s'(1+s)" Zfi—l(A)Si
i=0
Lemmaet folger ved sammenligning af koefficienter i ovenstaende. |

Pa baggrund af Lemma 1.5.1 og Lemma 1.5.4 sluttes at man pa baggrund af
h-vektoren for et simplicialt kompleks kan beregne f-vektoren og omvendt.
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Eksempel 1.5.5 (Eksempel 1.3.5 fortsat). Af Setning 1.4.5 folger, at Hilbertserien

4t 4t? t3
=1 .
M@ =14 a5 g7 T T —op

Herved folger, at
Qial(t) = Hk[A](t)(l P =1+t -+t
sG h-vektoren for A er h(A) = (1,1,—1,0).

2. LOKAL KOHOMOLOGI

Fokus i dette kapitel er pa den ene side konkret beregning af lokal kohomologi
og pa den anden side sammenhangen mellem lokal kohomologi og det at veaere et
Cohen-Macaulaymodul. Der er tale om en skitseagtig gennemgang af emnet, hvor
stgrstedelen af beviserne er henlagt til Bilag B.

2.1. Definition og generelle egenskaber. Lad (R, m) vare en lokal Noethersk
kommutativ ring. Der vil i det fglgende blive defineret lokal kohomologi for R og en
raekke egenskaber ved denne vil blive neevnt. Til dette defineres forst Gammafunk-
toren.

Definition 2.1.1. Lad T'y(—) vere givet ved
e For en R-modul M, er T (M) = {x € M | 3k € NymFz =0}
e For R-moduler M og N, og ¢ € homg(M,N), er
Lu(p) = @lr, ) : Fm(M) — P (V).

Af Lemma B.1.1 og Lemma B.1.2 fplger, at I'y,(—) er en additiv funktor pa
kategorien af R-moduler med R-homomorfier. Herved kan man definere:

Definition 2.1.2. De lokale kohomologi funktorer, betegnet Hy, (=), er de hgjre
afledte funktorer af Ty (—).

For en R-modul M er saledes H: (M) = H'(I'y(I*)) for alle i € Z, hvor I*
er en injektiv resolution af M. I henhold til velkendte egenskaber for hgjreafledte
funktorer haves:

(1) Da I'w(—) er venstreeksakt, er HY (M) 2 T (M).
2) H,, (M) =0 for i < 0.
) Hvis M er injektiv, er H: (M) = 0 for i > 0.
) Hvis 0 — M7 — Ms — M3 — 0 er en kort eksakt folge af R-moduler, vil
der eksistere en lang eksakt fglge:

0 —— Dn(M1) —— Tn(Mp) —— Tu(Mz) —— Hy(M;) —— -~
—— Hy(M1) —— Hy (M) —— H(Mz) —— -

(
(3
(4

2.2. Beregning af lokal kohomologi. Der vil nu blive beskrevet et kadekom-
pleks, som benyttes til konkret beregning af lokal kohomologi.

Lad i det folgende R veere en kommutativ ring og for et n € N betragt ¢ =
T1,...,T, en folge af elementer i R. Forst indfgres lidt notation. For ¢ € Z sattes

P(t,n) ={DC{1,....n}||D| =t}.

For J = {j1,...,Jt} € 2(t,n) kan elementerne i J pa entydig vis nummereres, s
j1 < <ji.Setnuay = [[i_; xj. For 1 < s < tsattes J, = J\{j.} € 2(t—1,7n).

Definition 2.2.1. Der vil nu blive defineret et kedekompleks pa formen
Cc*:0—C"—C'— ... —(C"—0
hvor for t € {0,...,n}
P R,

JeD(t,n)



DEN @VRE GRAENSE SATNING FOR SIMPLICIALE SFARER 15

Her betegnes Ry, lokaliseringen af R i ;. Da C' er en endelig direkte sum, kan
differentialet for d* : C* — C'*1 angives komponentvis. Lad I € Z(t,n) for et
0<t<n-—1 og betragt J € Z(t + 1,n). Hvis der findes 1 < s <t+1, sé I = J;
settes differentialet pa komponenten Ry, — Ry, til R-homomorfien

0

ra.;
Te (_1)571 gs .
SCI CCJ

Huis ikke findes et 1 < s < t+1, sd Js = I, seettes differentialet pa denne komponent
til nulhomormorfien.

Det folger ved inspektion, at dette er et kaedekompleks. Som udtrykt i fglgende
Saetning kan man ved passende valg af & benytte dette keedekompleks til beregning
af lokal kohomologi.

Seetning 2.2.2. Lad (R,m) vere en lokal Noethersk ring, og lad x = x1,...,x,
veere en folge af elementer i R, sd (x) = m. For en R-modul M gelder da for alle
i€Z, at H (M) =2 H" (M ®p C*).

Et bevis findes i afsnit B.2

2.3. Lokal kohomologi og Cohen-Macaulaymoduler. Lad (R, m) vare en lokal
Noethersk ring. Det viser sig, at lokal kohomologi kan benyttes til at bestemme, om
en given endeligt frembragt R-modul er Cohen-Macaulay. For en definition af Cohen-
Macaulayring henvises til Kapitel A.4. Til at vise den pagaldende sammenhaeng
anvendes:

Seetning 2.3.1 (Grothendieck). Lad (R, m) vere en lokal Noethersk ring og M
en endeligt frembragt R-modul. Da gelder, at an(M) = 0 for i < depth M og
i > dim M, og derudover vil HIP""M (A1) £ 0 og HI™ M (M) #£ 0.

Et bevis for Grothendiecks seetning kan findes i [2, Theorem 3.5.7.]. En umiddel-
bar konsekvens er:

Korollar 2.3.2. Lad (R, m) veere en lokal Noethersk ring. Lad M veere en endeligt
frembragt R-modul. Da er M en Cohen-Macaulaymodul hvis og kun hvis der for alle
i < dim(M) gelder, at H; (M) = 0.

Bevis. Hvis M er en Cohen-Macaulaymodul, er depth(M) = dim(M), sa pastanden
folger direkte af Grothendiecks saetning.

Som bemaerket i afsnit A.4, vil depth(M) < dim(M). Af Grothendiecks satning
folger, at HIPth (M) (Af) £ 0. Af antagelsen konkluderes saledes, at depth(M) =
dim(M). O

3. LOKAL KOHOMOLOGI OG STANLEY-REISNERRINGE

I dette kapitel vil A veere et simplicialt kompleks pa V = {vy,...,v,}, hvor
n € N. Tilsvarende vil k£ veare et legeme. Der benyttes betegnelsen R for Stanley-
Reisnerringen k[A]. Lad x; veere restklassen af X; i R, og s®et m = (x1,...,%y,).
Bemeerk, at da vil m vaere et maksimalideal i R. Saledes vil (Rm, mRy) vaere en
lokal Noethersk ring, hvorfor lokal kohomologi er defineret. Maksimalidealet m Ry,
er frembragt af %t,..., %= Definer nu kaedekomplekset C, som i Definition 2.2.1,
idet ringen i dette tilfeelde er Ry og @~ = £ .. Zx T henhold til Setning
2.2.2, kan lokal kohomologi beregnes ved hjelp af keedekomplekset C'% . Lad Cp,
vaere kaedekomplekset fra Definition 2.2.1, hvor R er Stanley-Reisnerringen og =
T1y-.-,Tn-

Den fgrste hovedsaetning i dette kapitel er, at man ved beregning af lokal koho-
mologi af Ry, kan benytte kaedekomplekset C}, i stedet for Cp,_, idet:
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Szetning 3.0.3. Om den lokale kohomologi af R,, gelder, at for alle i € Z wvil
mR,, (Bm) = H(CR) som R-moduler.

Det viser sig, at de lokale kohomologimoduler saledes kun afthaenger af delkom-
plekser af A, der opfylder fglgende definition.
Definition 3.0.4. For F' € A defineres

stAF={GCV|GUFeA}, knF={GCV|GUFeAGNF =0}

Disse mengder kaldes stjernen henholdvis leenken af F'. Der bemeerkes, at disse er
delkomplekser af A.

Den omtalte sammenhaeng er beskrevet i

Seetning 3.0.5 (Hochster). Hilbertserien for de lokale kohomologimoduler af Ry,
med hensyn til Z"-gradueringen er:
-1

Hie () (t) = > dimy Hy—jpp—1(ka F5 &) T
FeA v;EF J

3.1. Z"-graduering af kaedekomplekset C. Hensigten er nu at definere en Z"-

graduering pa C},, som inducerer en Z"-graduering af homologimodulerne.

Definition 3.1.1. Lad I € Z(r,n) hvor 1 <r <n. For a € Z" settes
(Ryr)a = {(az}:)m ‘ r homogent, degr —mdegx® = a} ,

hvor homogent og grad henviser til Z"-gradueringen af R.

Det vil forst blive vist, at ovenstdende for o € Z™ er et vektorrum over k og
dimensionen vil blive bestemt. For o = (aq,...,a,) € Z™ benyttes notationen:

Ga:{vi\ai<0}, Ha:{vi|al->0}.

Lemma 3.1.2. Lad I € 2(r,n) for et 1 <r <n. Lad F ={v; | i € I'}.
Da gelder, at for alle o € Z" haves, at (Rmf)a er et vektorrum over k og
dimk(Rmf)a < 1. Desuden er (Rm}%)a >~ k hvis og kun hvis G, C F og FUH, € A.

Beuvis. For at lette notationen kaldes =t for . Lad a € Z". Hvis (Rg)o = 0 er
dette oplagt et vektorrum af dimension 0.
Antag nu, at (Ry)s # 0. Da findes 7 € R homogent og m € Ny sd = € (Rg)a

xm
T

0g zw # % Betragt ﬂ;, € (Ry)a- Af antagelserne fplger let, at ra™ og r'x™ er

x

homogene af samme grad i R. Da _5 # % sluttes, at r&™ # 0. For et § € Z", er
dimyg (Rg) < 1, sa ethvert homogent element forskellig fra nul, vil vaere en basis for
den givne homogene komponent af R. Ergo der findes A € k, sa A(ra™ ) = r'z™.
Da fglger, at A (mT) = mTT/l, Idet der for alle A € k gelder, at Ar er homogent af

samme grad som r, fglger nu, at

o= () e

hvilket er et k-vektorrum af dimension 1.

De homogene elementer i R er et monomium multipliceret med et element fra k.
Brgken _7 ligger saledes i (Ry)q netop hvis r = Az7, hvor A € &,y € Nj ogm € Ny
med v —mdegz = a. Der haves, at 22- £ 0 i R, hvis og kun hvis x¢(Az?) # 0 for
alle £ € Ny. I henhold til Lemma 1.4.2 er dette &kvivalent med, at F'USupp~y € A.
Herved fplger, at for « € Z™ er (Rz)q # 0 hvis og kun hvis der findes v € N} og
m € Ny, for hvilken:

e y—mdegx =«
e FUSuppy € A
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Antag (R;)o = k. Da findes v € NJ og m € Ny, sd betingelserne er opfyldt.
Benyt for 1 < i < n betegnelserne ¢;, a; og x; for det i’te komponent af henholdvis
v, og degx. Da vil for 1 < i < n haves ligningen ¢; = a; + ma;. Bemaerk, at
for alle 1 <i < mera; €{0,1} og x; = 1 netop hvis v; € F. Desuden haves, da
v €Ng, at ¢; > 0 for alle 1 <7 <nogc; >0er xkvivalent med, at v; € Suppy. Af
ligningen fglger nu, at for alle ¢ € {1,...,n} med a; < 0, vil &; > 0. Herved faes,
at G, C F'. Tilsvarende sluttes, at for alle i € {1,...,n} med a; > 0, vil ¢; > 0. S&
der konkluderes, at H, C Supp~y. Da vil

H,UF CSuppyUF € A,

hvorved det fglger, at H, U F' € A.

Antag nu, at G, C F og FU H, € A. Definer a = max{|a;| | a; < 0}, hvis
Go #0 oga=0hvis G, = 0. Herved er a € Ng. S;et v = o + adegx € Z". Af
antagelserne fglger, at for ¢ € {1,...,n}, vil

;< 0=v,€Gy—= v, € F = iecl,

Pa baggrund af dette konkluderes, at v € Njj. Der haves, at Suppy C F'U H,, sa
det folger af antagelserne, at Suppy U F € A. O

Ved at benytte den givne Z"-graduering pa R fglger nu ved simple betragtninger,
at vektorrummene fra Definition 3.1.1 vil udggre en Z"-graduering af Rr som R-
modul. For et 0 < r < n, saettes for a € Z™:

(CM)a = @ (Rm?)a-

I1€2(r,n)

Dette vil veere en Z™-graduering af C” betragtet som R-modul. Der haves, at diffe-
rentialet af C* afbilder (C"), pa (C™1),. Kedekomplekset C*® er siledes et kom-
pleks af Z"-graduerede R-moduler, hvorved kohomologimodulerne pa naturlig vis
nedarver en struktur som Z"-graduerede R-moduler.

Betragt et 0 <7 < n. Da C” er den direkte sum over en endelig maengde, folger
det af Lemma 3.1.2, at for alle a € Z™ vil (C"), veere et vektorrum af endelig
dimension. Lad for I € 2(r,n) mengden Fr = {v; | i € I}. Af Lemma 3.1.2
konkluderes, at (C"), har en basis pa formen

{br|I€ P(r,n),G, C Fr,F;UH, € A},

hvor by er et element forskellig fra nul i R,r. For et I € Z(r,n) giver antagelsen
FrUH, € A, at F; € A. Ved at identificere I med F7 folger, at (C"), har en basis
pa formen
{bp | FE€A,|F|=r,Go, CF,FUH, € A}.

Da R er en k-algebra, vil R-homomorfier ligeledes veere k-linezere afbildninger. Re-
striktionen af differentialet af C'* som afbildning fra (C"), til (C™1), vil veere en
k-linezer afbildning mellem vektorrum af endelig dimension. Saledes kan komplekset
(C*)q ligeledes betragtes som et kaedekompleks af k-vektorrum.

For en given orientering af V', kan der velges en basis pa ovenstaende form, sa
differentialet d": (C"), — (C"*1), vil veere den k-lineaere afbildning givet ved, at
for bg i basen for (C"), er

d"(bp) = > (—1)%bp.
F'eA|F'|=r+1
F'UH,€A

3s€{0,...,r}F!=F
Bemeark, at hvis der findes 0 < s <r,s& F = F!,davil F C F’ og saledes G, C F'.
Herved vil b i ovenstaende sum veere et element i den givne basis for (C"T1),.

Med den inducerede Z"-graduering af kohomologimodulerne af C*®, vil der for

a € Z" saledes gaelde, at som vektorrum over k, er H'(C®), = H'((C*)4).
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3.2. Lokal kohomologi for Stanley-Reisnerringe. Der gennemgas nu en rakke
lemmaer om kohomologimodulerne af komplekserne C%, og C}, , som udmunder i
et bevis for Seetning 3.0.3.

(a3

Lemma 3.2.1. Betragtes (C%)m som et kedekompleks af Ry-moduler, vil Cp,
(CR)m-

Bevis. Lad t > 0 og I € 9(t,n). Definer afbilningen:

r/(xf) r/m
fri (Bop)m = (Bm)gnn,  ved fr ( m ) (@)

Det fglger ved inspektion, at dette er en veldefineret Ry,-isomorfi. Funktionen f;
kan saledes pa naturlig vis udvides til en afbildning f* : (Ch)m — Cf  ved at
den for I,J € Z(t,n) pa komponenten (Ryr)m — (Rm)mﬁm er fr, hvis I = J, og

nulhomomorfien ellers. Da vil f* vere en Rpy-isomorfi for alle ¢ > 0. Ved simple
beregninger ses, at dette er en homomortfi af keedekomplekser af Ry-moduler. [J

Szetning 3.2.2. Om de lokale kohomologimoduler af R,,-modulen Ry, gelder at for
allei € Z vil Hyp (Rm) = H'(Cf)m.

Bewvis. Lad i € Z. Af Seetning 2.2.2 folger, at HfﬂRm (Rw) = H(Ry ®r,, Cr.)- Pa
kategorien af Ri,-moduler er funktoren Ry ®r,, (—) er isomorf med identitetsfunkto-
ren. Herved fglger nu, at Ry ®g, Cx = Ck  som kaedekomplekser af Ry,-moduler.

~

Pa baggrund af Lemma 3.2.1 haves, at C_ = (C%)m hvorfor
iy (Bm) £ H(C ) = H((Ch)m) = H'(CR)m,

hvor den sidste isomorfi folger af, at lokalisering er en eksakt additiv funktor og
kommuterer saledes med kohomologi. |

Lad nu C*® veere keedekomplekset C'g.

Lemma 3.2.3. Lad ¢ € {1,...,n} opfylde, at x4 # 0. For alle i € Z haves da, at
H'(C*),, = 0.

Bevis. Definer nu for k € {0,...,n} funktionen o*: (C*),, — (C*~1),, ved at for
Ie€P(k,n)ogJe P(k—1,n)er den pa komponenten (Rz,),, — (Rz, )z, funktio-
nen (—1)*"tid, hvis I = J U {f} og ¢ = i, og nulhomomorfien ellers. Bemerk, at
hvis £ € I, vil (Rg,)z, = Rg, og ligeledes vil (Rg,, ) )z, = Ra,, hvorfor definitio-
nen af ¢% giver mening. Det fglger ved inspektion, at identiteten og nulafbildningen
pa (C*),, er homotopiske via o°. Herved fglger, at (C*®),, er spilt-eksakt, hvorfor
der for alle i € Z geelder, at H'((C*),,) = 0. Da lokalisering er en eksakt additiv
funktor, kommuterer den med kohomologi, hvorfor der for ¢ € Z haves, at

Hi(C.)Ie = HZ((C.)ZE» =0. 0
Lemma 3.2.4. For alle i € Z haves, at hvis H(C*) # 0, vil Supp H (C*) = {m}.

Bevis. Antag med henblik pa modstrid, at der findes et i € Z, sa H'(C*) # 0 og
Supp H*(C*®) # {m}. For en R-modul M, vil Supp M = () hvis og kun hvis M = 0,
sa der sluttes, at Supp H (C*®) # 0. Herved findes p € Spec(R) i stgtten for H'(C*)
som opfylder, at p # m. Da H'(C*) er Z"-gradueret, vil p* € Supp H'(C*) i henhold
til [2, Lemma 1.5.6.]. Da (R, m) er en *lokal ring i henhold til Lemma 1.4.6, vil
p* C m. Hvis p* = m, ville m = p* C p, hvorfor m = p, da m er et maksimalideal.
Herved konkluderes, at p* C m. Dam = (21,...,2,), vilder findes et £ € {1,...,n},
s& xy ¢ p*. Bemeerk, at der mé haves, at z, # 0.

Per antagelse er H'(C*®), # 0, hvorfor der findes v € H'(C*®) forskellig fra nul,
for hvilken Anng(v) C p*. Da H'(C*),, = 0, sluttes, at der findes et s € Np, sa
x§ € Anng(v). Hvis s = 0, ville 1 € p* i modstrid med, at p* er et primideal. Ergo
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xj € p* for et s € N. Da p* er et primideal sluttes, at z, € p*, hvorfor en modstrid
fremkommer. O

Lemma 3.2.5. Lad Ii veere en kommutativ Noethersk ring og m et maksimalideal
i R. Lad M veere en R-modul, som opfylder, at Ass M = {m}. Da wvil der for alle
m € M med m # 0 gelde, at rad(Anng(m)) = m.

Bewis. For en R-modul M, vil Supp M = @ hvis og kun hvis M = 0, s& der sluttes,
at M # 0. Lad m € M opfylde, at m # 0. Lad p veere et minimalt primideal,
der opfylder, at Anng(m) C p. Da vil p € AssM = {m}, sa p = m. Idet m er et
maksimalideal sluttes, at m er det eneste primideal, der indeholder Anng(m). Da

R er en Noethersk ring konkluderes, at

rad(Anng(m)) = {r € R|3N e Nsar € Anng(m)} = m p=m. 0O

peSpec(R)
Anng(m)Cp

Saetning 3.2.6. For alle i € 7, vil H (C*)y = HY(C*) som R-moduler.

Bevis. Lad i € Z. Hvis H'(C*®) = 0, vil seetningen veere opfyldt, idet 0, = 0.
Antag derfor, at H'(C*®) # 0. Af Lemma 3.2.4 fglger, at Supp H(C*) = {m}. Da
H'(C*) # 0, vil ligeledes AssH'(C*) # () og AssH'(C*) C Supp H(C*), s der
sluttes, at Ass H'(C*) = {m}.

Bemerk, at R\m = {A+m | r € k\{0},m € m}. Lad A+ m € R\ m, og betragt
afbildningen sy,,: H'(C®) — H'(C*) givet ved sx;m(v) = (A 4 m)v. Dette er en
R-homomorfi. Der vil nu blive vist, at den er bijektiv.

Antag, at der for v € H'(C*) geelder, at (A +m)v = 0. Da er A +m € Anng(v).
Hvis v # 0 er Anng(v) indeholdt i et associeret primideal til H*(C*®), hvorfor
Anng(v) € m. Herved konkluderes, at A + m € m og derved ogsd A € m. Da A
er invertibel i R er dette i modstid med, at m er et maksimalideal. Saledes sluttes,
at v =0, 0og Sx4+m er injektiv.

Lad v € H'(C*) veere forskellig fra nul. Da R er Noethersk findes for m € m i
henhold til Lemma 3.2.5 et N € N, sa m”" € Anng(v). Herved vil

A+m)A o= A 2o+ -+ (DY TTATHV Ny = o,

sS4 v € im $x4+m. Da (A +m)0 = 0, folger nu, at sy, er surjektiv.
Betragt nu afbildningen:

: . L ° v

6 H(C?) = H(Cm, 6(0) = 1.
Denne er oplagt en R-homomorfi, og idet s, er bijektiv for alle r € R\ m fglger, at
¢ er bijektiv i henhold til [11, (3.4)]. O

Bevis for Setning 3.0.3. Der haves, at Ry-moduler kan betragtes som R-moduler
og under disse betragtninger vil en Ry,-isomorfi veere en R-isomorfi. Resultatet fglger
da direkte af Seetning 3.2.2 og Seetning 3.2.6. ]

Bemeaerk, at da for alle i € Z geelder, at H'(C*®) er Z"-gradueret som R-modul,
vil ovenstaende korollar give anledning til en Z"-graduering af de lokale kohomolo-
gimoduler af R, betragt som R-moduler.

3.3. Hochsters satning. Hochsters Saetning udtrykker den gnskede sammenhaeng
mellem lokal kohomologi af Ry, og reduceret simplicial homologi af delkomplekser
af A. Centralt for beviset er fglgende lemma:

Lemma 3.3.1. Lad o € Z" og j = |G.|. Da vil som komplekser af k-vektorrum

(C*)a 2 homz(C (kstp 1, Go)[—7 — 1], k).
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Bemerk, at man setter kg, g, Go = 0, hvis G, ¢ sta Hy, og lad ‘g(Q]) veere
nulkomplekset.

Bevis. For a € Z™ og i € Z sxtttes
Bi={FeA |Gy, CF,FUH, € A,||F| =i}
B, ={F' € A| F' €lkg, n, Go,|F'| =i—j}.
Benyttes Definition 3.0.4 ses, at
B, ={F e A|GoNF' =0, F'"UG,UH, € A,|F'|=i—j}.
Lad F € B;. Davil G, C F, 84 |F\ Go| = |F| — |Go| =i — j. Der geelder, at
(F\Gy) NGy =0, (F\Ga)UGyUH,=FUH,€A.

Herved sluttes, at F'\ G,, € B,. Tilsvarende vil der for F’ € B, galde, at (F'UG,)U
H,oeAog G, CF UG, Da F'NG, =0 vil

[F'UGa| = |F'|+|Ga| =i —j+3j=1i,

hvorfor det fglger, at F'UG,, € B;. Afbildningen ¢: B; — B givet ved (F) = F\G4
er herved bijektiv med invers v ~1: B, — B;, hvor v~ 1(F') = F' U G,,.

Antag, at G, ¢ sta H,. Da vil lkg, g, Go = 0, sd det fglger af ovenstaende
bijektion, at B; = () for alle i € Z. Da {br | F € B;} er en basis for (C*),, sluttes, at
(C*)4 er nulkomplekset. Tilsvarende vil homg (€ (9)[—j — 1], k) veere nulkomplekset,
sa i dette tilfeelde er det oplagt, at disse komplekser er isomorfe. Lad derfor i det
folgende G, € sta Hy, hvorved lkg, g, G er et simplicialt kompleks.

Bemerk, at for i € Z, er

C (ke s 1, Ga)ij1 = P ZF'.

F'eB;

Herved kan man for F’ € B; definere ¢/ € homZ(‘g(lkstA H, Ga)i—j—1,k) ved, at
for F" € B, vil

1 FI/ — FI
0 ellers

o (F") = {

Betragtet som om vektorrum over k vil {¢p | F' € B!} udggre en basis for
homz(%(lksm H, Ga)i—j—h k‘)
Definer nu for ¢ € Z atbildningen:

7" (C")a — homy (% (ke 11, Ga)imj—1. k),
ved 7' (bp) = ¢y (r)- Denne afbildningen er k-lineaer og afbilleder basen {bp | F €

B;} for (C7),, bijektivt pa basen {¢p | F’ € B!} for homy (€ (Iksin 17, Ga)ij_1,k).
Herved konkluderes, at 4* er en isomorfi af k-vektorrum.

Af [2, Lemma 5.3.1.] folger, at den reducede homologi af A ikke athaenger af
den givne linesere ordning af V. Derfor kan der antages, at V' er ordnet saledes, at
elementerne i G, kommer sidst i denne ordning. Da lks, g, Go er et simplicialt
kompleks pa V', kan det gives den inducerede orientering.

Der vil nu blive vist, at med disse orienteringer, vil 4® vaere en homomorfi af kaede-
komplekser. Der skal saledes vises, at for i € Z og k € (C%),, er v'*1(dk) = §(v%(k))
som Z-homomorfier fra € (Iky, r, Ga)i—j1 til k. Da {bp | F € B;} og {F" | F" €
B, ,} udger en k-basis for (C*), henholdvis Z-basis for % (et 1., Ga)i—j, er det
tilstraekkeligt at vise, at for F' € B; og F" € Bj_; er

Y HA(bR))(F") = 6(v' (bp))(F")
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Lad F € B;, hvorved bp € (C*),. I henhold til tidligere, kan der antages at
d(bg) = > (—=1)%bp.

FIEBi+1
356{0,...,i}FS/:F

Lad F’ vaere et element i ovenstaende sum. Da vil F/ = [v(,...,v}]. Idet F' € B;41,
vil G, C F'. T overenstemmelse med den givne ordning pa V, er siledes G, =
{vig1-j>---,vi}. Antag s € {i +1—j,...,i}. Da er vs € Go, men vy ¢ F = Fy.
Dette er i modstrid med, at G, C F. Herved sluttes, at s € {0,...,7 — j}. Der
geelder
Y d(br)) = Z (=1)%0y (-
F'eBit1
3s€{0,...,i—j}F's=F

For F" € B, galder saledes, at v'*1(d(bp))(F") er (—1)* hvis der findes F’ €
Biy10gs€{0,...,i—j}s& F,=F og ¢(F') = F". Hvis dette ikke er tilfeeldet, er
Y (d(br))(F") = 0. Da 6F" = >/ 1 (—1)*F, vil saledes

S(Y' (bR))(F") = 7' (br)(6F") = @y(r (8(F"))
_ {(_1)T Iref0,...,i—j}sap(F)=F"

0 ellers

For at vise, at v**1(d(br))(F") = 5(7*(br))(F"), er det nok at vise, at

(4) IF' € Bip1,s € {0,...,i—j} sa F = F/,(F') = F"
hvis og kun hvis
(5) Ire{0,...,i—j}sa(F)=F/,
og at i dette tilfzelde vil r = s.
Antag (4) geelder, og skriv F' = [v},...,v}]. Da elementerne i G, kommer til

sidst i den linezere ordning pa V, vil som tidligere
F'=F\G, = [U(),...,Ugfj],
sa F = F]\ Go = y(F]) = (F).

Antag (5). Lad F' = F" UG, € B;11. Med de givne orienteringer fglger, at hvis
F' = vy, ... vj], vil Go = {vj41_;,...,v;}. Da 0 <7 <i—j, vil sledes G, C Fy.
Idet F/UH, C F'UH, € A, vil F/UH, € A. Der haves, at |F| = i, sa der sluttes
nu, at F € B;. Per antagelse er

V(F)) = F)\ Go = F/ = 9(F).
Idet 1) er bijektiv pa B; folger nu, at F' = F og saledes vil F’ opfylde det sggte. O

Beuvis for Hochsters Setning 3.0.5. 1 henhold til Seetning 3.0.3 vil der for i € Z
geelde, at HY, R, (Rm) = H'(C*) som R-moduler. Som tidligere bemaerket giver denne
isomorfi anledning til en Z"-graduering af an R,, (Rm) som R-modul. For a € Z"
haves, at der som vektorrum over k vil geelde, at

it (Bm)a = H(C%)o = H((C*)a)
Af Lemma 3.3.1 sluttes, at som vektorrum over k, er

Hi((C.)a) = Hi(homZ(?(lksta H, Go)[—=|Gal = 1], k))

i—|Gal—1

= H'71% 1 (homz (€ (st 11, Ga), k) = H (st Ho Gai k).

Da k er et legeme, sluttes pa baggrund af [5, Theorem 53.3], at som vektorrum over

k, er
~i—|Gq|—1 ~
H (lkstA H, Ga; k) = homk(Hi_‘GM_l(lkStA H, Ga; k), k)
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For et k-vektorrum af endelig dimension har det dual vektorrum samme dimension.
Af ovenstaende sluttes nu, at

~i—|Gea|—1 ~
dimp T (ke 1, G k) = dimy, Hi 6.1 (Katn 1, Gas k).

Pa baggrund af dette konkluderes, at
dimy He p (Rw)a = dimy, H; 6, -1 (kses 11, Gas k).
_ Hvis der for et a € Z" geelder, at Hy # (0, folger det af Lemma C.4.2, at
He(lkst 1, Gas k) = 0. For e € Z" med H,, # 0, vil Hilbertfunktionen for H z (Ru)
i a saledes vaere nul. Ergo
HHfuRm (Rm)(t) = Z dimyp H;_ g, -1 (Ikstp H, Gas k)t*
a€gZm

= Z dimk ﬁi—\Ga|—1(1kstA H, Ga; k)ta.

a€Z™
Ho=0

Defineres Z" = Z" \ N", sluttes direkte pa baggrund af definitionen, at H, = 0
netop hvis o € Z™. Hvis H, = 0, vil sta H, = A. Herved haves, at

M wiap®) = > dimp H_ g, -1 (Ika Gai k).
aEeZ™

Hvis G, ¢ A, vil lka G, = 0, og per konvention er da €' (lka G, ) nulkomplekset.
Reduceret simplicial homologi for Ika G, med veerdier i k er i dette tilfzelde saledes
altid nul, og derfor nuldimensional. Ergo

Hui, wia) () = Z dimy, ﬁi—|Ga|—1(1kA Go; k)t”

aeZ”
Gqo€eA
=Y ) dimy H;_p_1(ka F; k)t
FeA aez™
Go=F
= Z dlmk ﬁi,|F|,1(lkA F; k) Z t
FeA a€Z™
Go=F
= dimp Hyojpo1(ka Fik) > 7@
FeA a€eNy
Supp a=F
- !
= dimg H;_pj_1(Ika F5 k i
FZ imy, \F|—1(ka ) H 1
cA UjEF J
idet den sidste lighed fplger af Lemma 1.4.3. ]

Eksempel 3.3.2. Lad V = {v1,vq,v3} og betragt det simpliciale kompleks A =
{0, {v1},{va},{vs}, {v1,v2}, {va,v3}}, som visualiseres i figur 2. Lad k vere et le-
geme og R den tilhgrende Stanley-Reisnerring.

U2

" ’/\ N

FiGur 2. Komplekset A

Det folger ved simple betragninger, at Hy(A;k) = 0. For siderne {v1} og {vs}
vil lenken vere {0, {va}}. Da kedekomplekset svarende til dette kompleks er eksakt
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folger, at den reducerede simpliciale homologi af grad O er nul. Idet lenken af {ve} er
to punkter folger, at Ho(lka{va}; k) & k. Siderne af dimension en i A er maksimale,
sd deres leenke er komplekset {0}. Da H_({0}; k) = k, giver Hochsters Sewtning for
=2
ty! ! tyt o ty!
T e e B e
2 1 2 2 3
_ bt
I (D (e
Der bemeerkes, at HiRm (Rm) # 0, og idet dim Ry, = 2 kan dette ses som et eksempel
pd Grothendiecks setning.

Huz , (Ra)(t1y 2, t3) =

4. COHEN-MACAULAYKOMPLEKSER

Der defineres nu Cohen-Macaulaykomplekser, som udggr et af hjgrnestenene i
beviset for den gvre graense saetning for simpliciale sfaerer.

Definition 4.0.3. Lad A veere et simplicialt kompleks pdé V. Lad k veere et lege-
me. Komplekset A er et Cohen-Macaulaykompleks over k, hvis k[A] er en Cohen-
Macaulayring. Det simpliciale kompleks A er et Cohen-Macualaykompleks, hvis der
findes et legeme k, for hvilken k[A] er en Cohen-Macaulayring.

Forste vigtige resultat i den forbindelse er, at om et simplicialt kompleks er
Cohen-Macaulay over et givent legeme viser sig kun at athaenge af reduceret simpli-
cial homologi af delkomplekser med koefficienter i dette legeme. Dette er beskrevet
i Reisners kriterium.

Seetning 4.0.4 (Reisners kriterium). Lad A veere et simplicialt kompleks af dimen-
sion d — 1 og k et legeme. Da er folgende betingelser ekvivalente:

(R1) A er Cohen-Macaulay over k

(R2) ﬁi,m,l(lkA F;k) =0 foralle F € A og i <d.

(R3) H;(lka F; k) =0 for alle F € A ogi < dimlka F.

Der vil fgrst blive en indfgrt en reekke begreber, som vil veere centrale for beviset.

4.1. Sammenh=ngende simpliciale komplekser.

Definition 4.1.1. Lad A vere et simplicialt kompleks pa V. Da kaldes A sam-
menhengende, hvis der for alle {v},{v'} € A med v # V' findes et m € N og
Vo, -, Um €V, sd der for 1 <i < m gelder, at vi_1 # v; og {vi_1,v;} € A samt,
at vg = v 0g vy, =v.

Bemserkning 4.1.2. Der haves, at definitionen af et sammenhengende simplicialt
komplekse er ekvivalent med at den geometriske realisation er sammenhengende
som topologisk rum.

Saetning 4.1.3. Lad A vere et orienteret simplicialt kompleks pé knudemengden
V og k vere et legeme. Huvis A # {0} gelder der, at A er sammenhengende huvis
09 kun hvis Ho(A; k) = 0.

Bewis. Lad §y henholdsvis §; vaere 63”9@) ®yz k og 6%9@) ®7 k som defineret i C.1.1.
Da er Ho(A; k) = ker dp/ im 6;. Der haves, at

8o EB k{v} — k0,
{v}eA

er afbildningen givet ved, at for {v} € A, er dp({v}) = 0. Herved folger, at
ker g = span, {{v} — {v'} | {v}, {v'} € A}.
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Antag A er sammenhengende og {v},{v'} € A, hvor v # v'. Lad m € N og
Vo, .-+, Uy € V vaere givet, si de opfylder Definition 4.1.1. Saet for 1 < i < m,
Fi = [’Uifl,’l}i] hvis Vi—1 < U3 i ordningen pé Vv og Fi = —[Uz‘,’l}ifl] hvis Vi—1 > U; i
ordningen pa V. Da vil F; € €,(A) ®z k og 61 (F;) = [vi_1] — [v;]. Herved vil

o1 (Z F) = > lvim1] = [vi] = [vo] = [va] = [o] = V'],
i=1

i=1
sd {v} — {v'} € im 6;. Da disse frembringer ker §p som k-modul, sluttes, at ker o =
im d; og saledes vil Ho(A; k) = 0.
Antag, at Ho(A; k) = 0. Bemaerk, at man kan skrive A = Ule Ay, hvor A; er de

maksimale sammenhangende delkomplekser og ¢ € N. For 1 < 4,5 < ¢, hvor i # j,
vil A; N A = {0}. Herved er for r > 0:

¢
Cr(A) @z k= @Cgr(Ai) ®z k.
i=1
Da der for 1 < ¢ < £ geelder at im 61(<5:(Ai) ®z k) C cKNT(A,) ®z k, vil:
~ e ~
im 6, (%,(A) @z k) = @ im 61 (%.(A;) @z k).
i=1
Lad {v},{v'} € A. Da vil {v} — {v'} € kerdy, sa af antagelserne folger, at {v} —
{v'} € imd;. Af ovenstdende bemerkning folger, at dette er sekvivalent med at
komponenten af {v} — {v'} 1 hver sammenhaengskomponent af A er i im ;. Lad A’
vaere sammenhangskomponenten af A, som indeholder {v'}. Hvis {v} ¢ A/, vil der

sluttes, at {v'} € im ;. Da € (A) ®z k er et keedekompleks, vil saledes 0 = §o({v'}).
Men da dp({v}) = 1 # 0 fremkommer en modstrid. Herved konkluderes, at {v} og
{v'} er i samme sammenhaengskomponent af A. Da dette geelder for alle knuder i
A, fglger, at A er sammenhangende. O

4.2. Rene simpliciale komplekser.

Definition 4.2.1. Et simplicialt kompleks A er rent, hvis der gelder, at dim F =
dim A for alle maksimale sider F' € A.

Lemma 4.2.2. Hvis A er et simplicialt kompleks of dimension d — 1, vil der for
alle F € A geelde, at
dimlka F <d—|F| - 1.
Huvis A desuden er rent, vil der geelde lighed.
Bevis. Betragt G’ € lkn F. DavilG'UF € Aog G'NF =0, s&
dim(G'UF)=|G'UF|-1=|G|+|F|-1=dimG +|F|.
Idet G'UF € A, er dim(G' U F) < dim A = d — 1, hvorfor
dimG' =dim(G'UF) - |F|<d—|F|-1.
Heraf folger, at
dimlka F = max{dim G’ | G’ € lkn F} < d — |F| — 1.

Antag yderligere, at A er rent. Lad G € A veere en maksimal side, der indeholder
F. Idet A er rent, er dimG = dim A = d — 1. Der geelder, at G\ F' € lka F, og

dim(G\ F) = |G\ F|-1=|G| - |[F|—-1=d—|F| -1,
sa dimlka F > d — [F| — 1. O

Lemma 4.2.3. Lad A veere et sammenhengende kompleks, hvor lka{v} er rent,
for alle {v} € A. Da vil A veere rent.
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Bevis. Lad F, F' € A vare to maksimale sider. Der vil blive vist, at |F| = |F’|.

Antag forst, at £ N F’ # (. Da findes {v} € A,sdav € FNF'. Davil F\
{v}, F" \ {v} € lka{v}. Der galder, at disse er maksimale i lka{v}. Hvis nemlig
F\ {v} C G for et G € lka{v}, vil F C G U {v}, hvor G U {v} € A, sa af
maksimalitetsbetingelserne sluttes, at ' = G U {v} og saledes F' \ {v} = G. Idet
lka{v} er rent konkluderes herved, at |F'\ {v}| = |F" \ {v}| og sdledes |F| = |F’|.

Antag nu, at FNF' =0.Lad v € F og v’ € F'. Da A er sammenhangende findes
i henhold til definition m € N og vo,...,vm € V, 88 {v;_1,v;} € Afor 1 <i < mog
der geelder, at vg = v og v, = v'. Vaelgfor 1 <i <met G; € A, sa {v;—1,v;} C G,
og G; er maksimal i A. Da vil v;_1 € G;_1 NG, for 2 < i <m, ogda G;_1 og G;
begge er maksimale sider i A, giver ovenstaende argument, at

|Gi,1| = |Gl|, fOTQSiSm.

Tilsvarende vil v € FNGy og v’ € F'NG,, og da disse er maksimale i A, vil ligeledes
|F| = |G1]| og |F'| = |G| Da ses direkte, at |F| = |F’|. Der geelder saledes, at
alle maksimale sider i A har samme dimension. Per definition findes en side i A af
dimension dim A og denne ma vaere maksimal. Herved sluttes, at alle maksimale
sider i A har dimension dim A, hvorved A er rent. O

4.3. Reisners kriterium.

Lemma 4.3.1. Lad A veere et simplicialt kompleks og k et legeme. Hvis A opfyl-
der betingelse (R3), vil det simpliciale kompleks \ka F' for F € A ligledes opfylde
betingelse (R3).

Bevis. Lad F € A og G € lka F. Bemark, at der haves, at 'U G € A. Af
Lemma C.4.1 folger, at k., r G = lka(F U G). Af antagelserne fglger nu, at for
i < dimlky, rp G =dimlka(FUG) vil

H; (lkp, 7 Gi k) = H;(Ika (F U G): k) = 0. 0

Lemma 4.3.2. Lad A vere et simplicialt kompleks og k et legeme. Hvis A opfylder
betingelse (R3), vil A veere rent.

Beuvis. Der benyttes induktion efter dim A til at vise, at ethvert simplicialt kompleks
A, der opfylder betingelse (R3), er rent.

Lad A veere et simplicialt kompleks, der opfylder betingelse (R3). Hvis dim A =
—1,0, er det oplagt, at A er rent. Antag nu, at dimA =d —1 > 0. Af Lemma 4.3.1
folger, at lka{v} for {v} € A opfylder betingelserne i lemmaet. Af Lemma 4.2.2
folger, at

dimlka{v} <d—-1-|{v}|=d—-2 < dimA.

Induktionsantagelsen medfgrer herved, at lka{v} er rent for alle {v} € A.
Her haves, at ) € A og opfylder, at lka @ = A, hvorfor dimlka ) = d — 1 > 0.
Herved haves, at

Ho(A; k) = Ho(Ika 0; k) = 0.

Da dimensionen af A er positiv, vil A veere forskellig fra {0}. Af Seetning 4.1.3
konkluderes, at A er ssmmenhaengende. Af Lemma 4.2.3 fglger nu, at A er rent. [

Bevis for Reisners kriterium Scetning 4.0.4. Lad dim A = d — 1. Per definition er
A Cohen-Macaulay over k netop hvis Stanley-Reisnerringen R = k[A] er Cohen-
Macaulay. Ringen (R,m), hvor m = (z1,...,2,), er *lokal ifglge Lemma 1.4.6.
At R er Cohen-Macaulay er saledes jeevnfor Seetning A.5.2 akvivalent med, at
Ry, er Cohen-Macaulay. Jevnfgr Lemma 2.3.2 til Grothendiecks Saetning er dette
@kvivalent med, at for alle i < dim Ry er Hy p (Rm) = 0.
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Tidligere er an R, (Rm) for et i € Z blevet udstryret med en Z"-graduering som
R-modul. Der geelder saledes, at som k-vektorrum vil

:an (Rm) = @ H:an (Rm)a-
aEZ™
Herved er H),; (Rm) = 0 hvis og kun hvis H),; (Rm)a = 0 for alle a € Z". Da
sluttes, at Hy,  (Rm) = 0 netop hvis Hilbertserien Hui () (t) er nulpolynomiet.
Af Seetning 3.0.5 folger, at Hilbertserien er nulpolynomiet netop nar der for alle
F € A haves, at ﬁi,m,l(lkA F; k) = 0. Ifglge Korollar 1.3.6 er dim Ry, = d, s& der
konkluderes, at A er Cohen-Macaulay over k netop hvis (R2) er opfyldt. Der vil nu

blive vist, at denne betingelse er ackvivalent med (R3).
Antag (R2) er sandt. Lad F' € A med |F| < d. Da vil

H_1(lka F; k) = Hyp|_p_1 (ka F; k) = 0.
For det simpliciale kompleks {0}, vil keedekomplekset € ({0}) ® k opfylde, at
(CUOY) @ k)1 =k, (C{0}) @k); =0 fori# —1.
Herved sluttes, at H_;({0}; k) = k. Der ma siledes gaelde, at lka F # {0}. Der
findes derfor G CV, G # 0,58 GUF € A og GNF = (. Under de givne betingelser
vil F C FUG,ogda FUG € A, vil F ¢j veere maksimal. Der gaelder saledes, at
hvis F' er maksimal i A, ma |F'| = d. Pa baggrund af dette sluttes, at A er rent. Af
Lemma 4.2.2 fglger nu, at for alle FF € A vil dimlkn F =d— |F|—1.Lad F € A
og i <dimlka F. Davil i + |F| 4+ 1 < d, sa af antagelsen (R2) fglger,
0= ﬁ(i+|F\+1)—|F\—1(lkA F; k) = ﬁ7(1kA F; k)

Der observeres, at dette netop er betingelse (R3).

Antag betingelse (R3) holder for A. Af Lemma 4.3.2 fglger nu, at A er rent. Lad

F € A og i < d. Pa baggrund af Lemma 4.2.2 sluttes, at dimlka F =d — |F| — 1,
hvorfor i — |F| — 1 < dimlka F. Af betingelse (R3) folger nu, at

Hz—\F|—1(1kA F, k) =0.
Der kan siledes konkluderes, at betingelse (R2) er opfyldt. O

Korollar 4.3.3. Lad A vere et simplicialt kompleks og k et legeme. Huvis A er
Cohen-Macaulay over k, er A rent.

Bevis. Fglger umiddelbart af Reisners kriterium og Lemma 4.3.2. ]

Korollar 4.3.4. Lad A wveere et simplicialt kompleks og k et legeme. Huvis A er
Cohen-Macaulay over k, er Ika F' for F € A ligeledes Cohen-Macaulay over k.

Bevis. Fglger direkte ved at sammenholde Reisners kriterium og Lemma 4.3.1. 0

Ber~naerkning 4.3.5. For ethvert orienteret simplcialt kompleks A og legeme k,
er Hi(As;k) = 0 for i < —1. Hvis A # {0} er ligeledes H_1(A;k) = 0. For at
tjekke betingelse (R3) i Reisners kriterium, er det sdledes nok at undersoge om
H;(lka F; k) =0 for 0 <i < dimlka F for de F € A med dimlka F > 0.
Eksempel 4.3.6. Lad V = {v1,v2,v3,04} 0g

A= {07 {Ul}v {U2}v {U3}a {04}7 {01702}7 {U17U3}7 {v2703}’ {1}2,114},
{’1)3,1)4}, {vlvv2vv3}a {’U27U3’U4}}'

Da er A er simplicialt kompleks pa V' af dimension 2, og kan visualiseres ved figur
3. Lad k veere et legeme. I henhold til Lemma 1.3.3 er In = (X4) N (X1) = (X1X4)
og Stanley-Reisnerringen er siledes

E[A] = k[X1, Xa, X3, X4] /(X1X2).
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U2

U1 V4

U3

FiGUur 3. Komplekset A

V2
(%] (%} \/~ V4
U1 /\ V4 U3 U3
(a) lka{vs} (B) lka{va} (o)
lkA{’Ul},
Ika{va}

FiGur 4. Laenker.

Udstyres V med den lineere ordning bestemt ved v; < v; hvis i < j, vil A vere

et orienteret kompleks. Lad 0; vere afbildningerne 5;@&@) ®yz k fra Bilag C. Da wvil

01: €(A) @z k — €(A)o Rz k vere givet ved
d1(ar[vy, v2] + azfvi, v3] + azfve, vs] + asva, v4] + vs[vs, v4])

= (a1 + a2)[v1] + (—a1 + a3 + a4)[v2] + (—a2 — a3 + a5)[vs] + (—as — as)[v4].

Af dette folger, at ker §; = im o og sdiledes ﬁl(A; k) =0. Da A er sammenhengen-
de, vil Ho(A; k) = 0.

For F € A af dimension nul, vil lenken vere et komplekserne i figur 4. I alle til-
felde er der tale om sammenhengende komplekser, sd der haves, at ﬁo(lkA Fik) =
0. Hvis F € A har dimension et eller to, vil Ika F' have dimension 0 eller —1. I
overenstemmelse med ovenstiende bemerkning haves nu, at A opfylder betingelse
(R3), hvorved A er Cohen-Macaulay over k i henhold til Reisners kriterium.

5. POLYTOPER

Fra generel teori om polytoper stammer begrebet h-vektor, som er analog til
det tilsvarende begreb for simpliciale komplekser. I dette kapitel vil det blive vist,
hvorledes h-vektoren for cykliske polytoper kan beregnes.

5.1. Generelle definitioner. For en delmangde A C R™ er det konvekse hylster
af A den mindste konvekse mangde i R™, der indeholder A. Denne betegnes conv A.

Definition 5.1.1. En polytop P i R™ er det konvekse hylster af et endeligt antal
punkter i R™,

Definition 5.1.2. Lad P veere en polytop i R™ og H et hyperplan i R™. Antag, at
P er indeholdt i en af de afsluttede delrum bestemt af H og H N P # (). Da kaldes
H et stgttende hyperplan for P og H NP en side i P.

For en polytop P vil bade ) og P betragtes som sider i P. En egte side i P er
da en side i P, som er forskellig fra () og P. Der galder, at en side en en polytop
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selv udger en polytop. For en side F' i P, er dimensionen af F' dimension af det
affine hylster af F' som underrum af R™. Dimensionen af polytopen P er saledes
dimensionen af det affine hylster af P. En side af dimension 0i P er saledes et punkt
i P, og disse kaldes hjgrner i P. Maengden af hjgrner for P betegnes vert P.

Det fplger af [8, Theorem 1], at for en polytop findes kun et endeligt antal sider
af denne, hvorfor man kan definere:

Definition 5.1.3. For en polytop P af dimension d, er f-vektoren
F(P) = (f-1(P), fo(P), ..., fa—1(P)),

hvor der for i > 0 haves, at f;(P) er antallet af i-dimensionale sider i P, mens
f-1(P) = 1. Analogt til h-vektoren for simpliciale komplekser defineres h-vektoren
for en d-polytop h(P) = (ho(P),...,hq(P)) pd baggrund af ligningen:

d d
S (P =" fia(P)E(1—t)
=0 =0

Bemerk, at da denne definition stemmer overens med den tilsvarende for simpli-
ciale komplekser, vil beregningerne i Lemma 1.5.1 og Lemma 1.5.4 ligeledes gelde
for d-polytoper.

Definition 5.1.4. Det konvekse hylster af d + 1 affint uafhengige punkter i R™
kaldes en d-simpleks i R™. En polytop P i R™ kaldes simplicial, hvis enhver egte
side i P er et simpleks.

For simpliciale polytoper gelder folgende vigtige relation

Seetning 5.1.5 (Dehn-Sommervilles ligninger). For en simplicial d-polytop P i R™,
vil h-vektoren opfylde, at h(P)r = h(P)q—x for k=0,..., LgJ

Et bevis forefindes i [8, 5.1].
5.2. Cykliske polytoper.

Definition 5.2.1. Definer for d € N og t € R den algebraiske kurve M wved para-
metriseringen:

x(t) = (t,t%,...,t%) e RY
Lad n € 7 opfylde, at n > d + 1. Det konvekse hylster i R? af n forskellige punkter
pd M kaldes en cyklisk polytop af type C(n,d).

Bemzrk at for en cyklisk polytop P i R? af type C(n,d) kan der findes reelle
tal tp < -+ < tp, s& P = conv{xy,...,zp} hvor 2; = x(t;) for 1 < i < n. 1
det efterfglgende vil cykliske polytoper altid vaere beskrevet pa denne made. Et
eksempel pé en cyklisk polytop af type C(4,2) findes i figur 5. Det ses typeligt, at
denne har fire hjgrner og 4 sider af dimension et.

Lemma 5.2.2. Ethvert hyperplan i R? indeholder hgjst d punkter fra M.

Bevis. Et hyperplan i R? er af formen H = {z € R? | (z,y) = a}, hvor y € R? er
forskellig fra nulvektoren og o € R. Hvis y = (y1,...,y4), vil 2(t) € H for et t € R
hvis og kun hvis

y1t+...+ydtd:a.
Da y ikke er nulvektoren fglger resultatet af algebraens fundamentalsatning. ]

Lemma 5.2.3. For et d € N, vil der for t1,...,tq41 forskellige reelle tal gelde, at
xz(t1),...,x(ta+1) er affint uafhengige.
Bevis. Antag, at (t1),...,2z(tq+1) er affint atheengige. Da findes et affint underrum

af R?, som indeholder z(t1), ..., x(t441) og har dimension d—1. Et affint underrum af
R? af dimension d—1 er et hyperplan, si Lemma 5.2.2 fremkommer en modstrid. [
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FiGur 5. Cyklisk polytop

Lemma 5.2.4. For d € N ogn > d+ 1 vil en cyklisk polytop P af type C(n,d)
veere en polytop af dimension d.

Bevis. Dan > d+1, vil der i henhold til Lemma 5.2.3 findes d+ 1 affint uaftheengige
punkter i P, hvorfor det affine hylster af P har dimension mindst d. Idet det affine
hylster af P er et affint underrum af R, har det dimension hgjst d. ]

Seetning 5.2.5. Ladd € N ogn > d+1. Lad P = conv{xy,...,x,} vere en cyklisk
polytop af type C(n,d). For enhver delmengde {x;,,...,z; } af {z1,...,2,} med
1<k< ng, vil conv{x; ,...,x;, } vere en side i P.

Bevis. Lad 1 < k < | 2] og betragt {t,,...,t;,} C {t1,...,ts}. Definer polynomiet
p(t) =TT, (t — t;,)*> € R[t]. Da er p(t) et polynomium af grad 2k < d, hvorfor

j=1
man kan skrive p(t) = Zfﬁo a;t’. Pa baggrund af dette defineres nu vektoren y =
(a1, as,...,a,0,...,0) € R% Da agx # 0, er y ikke nulvektoren. Herved er

H={zeR’| (z,y) = —ao}
en hyperplan i R%. Lad H* = {z € R? | (x,9) > —ap}. For t € Reer (x(t),y) +ap =
p(t). Dap(t) > 0 for alle t € R, vil z(¢t) € H™ for alle ¢ € R. Det folger, at for t € R

vil z(t) € H netop hvis p(t) = 0, hvilket kun forekommer for ¢t € {t;,,....,t; }.
Da P er det konvekse hylster af {z1,...,z,}, har elementer i P formen

x:Z)\m, hvor )\1 ZO,Z)\Z:].
i=1 i=1
Da vil
<‘Tay> = ZAZ<I17y> > ZAZ(ilJ’O) = —ao,
i=1 i=1

s& der sluttes, at P C HT. Af ovenstdende haves ogsd, at © € H hvis og kun hvis der
foralle 1 <i < nmed)\; > 0gealder z; € H. Af ovenstaende haves, at {z;,,...,z; }
er de eneste punkter blandt {z1,...,x,}, som ligger i H, hvorved der sluttes, at
HnNP = conv{x;,,...,x; . Da H er et stgttende hyperplan for P, folger det, at
conv{x;,,...,x; } er en sidei P. O

Korollar 5.2.6. Lad d > 1 ogn > d+ 1. Hvis P = conv{xy,...,z,} er en cyklisk
polytop af type C(n,d), vil vert P = {z1,...,z,}.
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Bevis. Da P = conv{zy,...,x,}, folger inklusionen “C” direkte af [1, Theorem
7.2]. Dad > 1, vil LgJ > 1, hvorfor der af Saetning 5.2.5 konkluderes, at for alle
1 <j <mn,vil conv{z;} = {z;} veere en side i P. Da denne side har dimension 0,

folger resultatet. O

Seetning 5.2.7. Ladd > 1,n > d+ 1. Hvis P ={x1,...,z,} er en cyklisk polytop
af type C(n,d), er P en simplicial d-polytop.

Bevis. Af Lemma 5.2.4 fplger, at P er en d-dimensionel polytop. Lad F' vaere en side
i P af dimension d — 1. Af [1, Theorem 7.3] folger, at F er en polytop og vert F' =
vert P N F. P& baggrund af Korollar 5.2.6 fglger nu, at vert F' = {«;,,..., 5, } for
et k € Ny. Da F har dimension d — 1, ma der galde, at £ > d. Der haves, at det
affine hylster af F er et d — 1 dimensionelt underrum af R¢ og saledes et hyperplan.
Da dette hyperplan indeholder k& punkter fra M fglger det af Lemma 5.2.2, at der
galder k < d. Saledes haves, at k = d. Da enhver delmeengde af et affint uafhaengigt

st er affint uafhaengigt, sluttes der pa baggrund af Lemma 5.2.3, at x;,,...,z;, er
affint uatheengigt, hvorfor F' er en simpleks. Af [1, Theorem 12.9] konkluderes nu,
at polytopen P er simplicial. O

Lemma 5.2.8. Lad n > 2 og P = conv{xy,...,x,} vere en cykliske polytope af
type C(n,1). Da er f(P) = (1,2).

Bevis. Bemerk, at da z; = t; for 1 < i < n, vil da 1 = min{xzy,...,2,} og
ZTp = max{xy,...,z,}. Derved fglger, at P = {t € R | z; <t < x,}. Et hyperplan
i R netop er et punkt, sa der findes kun to stgttende hyperplaner for P nemlig
H,, ={teR|zy <t}og H,, ={t€R|t<ux,} og sdledes netop to hjorner for
P. Siderne i P er saledes 0, {z1},{z,} og P, og f-vektoren f(P) = (1,2). O

Lemma 5.2.9. Ladd > 1 ogn > d+ 1. Lad P vere en cyklisk polytop af type
C(n,d). For et 0 < k < LgJ, vil
n
fia(P) = (k>

Bevis. Lad P = conv{z1,...,z,}. For k = 0 er f_1(P) = 1 per definition, og
ligledes er (8) = 1. Antag derfor k£ > 0.

Lad F vere en side i P af dimension k — 1. Af [1, Theorem 7.3] folger, at F
er en polytop og vert F' = vert P N F'. Pa baggrund af Korollar 5.2.6 fglger nu, at

vert F' = {z;,,...,x;,} for et 1 < ¢ < n. Da P er simplicial i henhold til Sztning
5.2.7, konkluderes der, at £ = k. For en delmaengde {x;,,...,z; } af {z1,..., 2.}
haves, at F' = conv{z;,,...,2;, } er en side i P i overensstemmelse med Saetning

5.2.5. Pa baggrund af Lemma 5.2.3 sluttes der, at {z;,, ..., 2;, } er en affin uathaengig
maengde, hvorfor siden F’ har dimension k — 1.

Siderne i P af dimension k—1 svarer bijektivt til delmaengder af {z1, ..., x,} med
k elementer, hvorfor resultatet fglger af definitionen af binomialkoefficienten. O

Korollar 5.2.10. Lad d > 1 ogn > d+ 1. Lad P veere en cyklisk polytop af type
C(n,d). For et 0 <k < L%J, vil

n—d+k—1
iy (),
Beuvis. Fra Lemma 1.5.1 og Lemma 5.2.9, sluttes, at

k

(P) = 12}—1)'“-" (1) == (12 (7).

=0
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Af basale binominalidentitet haves, at (fl)k*i(d_?) = (kzizl), hvorfor

k—1i
k
k—d—1\(n n+k—d-1
P == =
wr =2 () 6) =)
i henhold til Vandermondes identitet [1, App. 3] O

Lad d € N ogn > d+ 1. Betragt P en cyklisk polytop af type C(n,d). For d =1
folger det af Lemma 5.2.8, at f-vektoren for P ikke athaenger af valget pa punkter
pa kurven M. Hvis d > 1 fglger det af Seetning 5.2.7, at P er en simplicial d-polytop.
P& baggrund af Dehn-Sommervilles ligninger konkluderes, at h-vektoren for P er
entydigt bestemt af veerdierne ho(P), ..., hL%J (P). Af Korollar 5.2.10, sluttes, at

h-vektoren for P kun afhenger af typen C(n,d). Da f-vektoren for en polytop
er entydigt bestemt pa baggrund af h-vektoren, kan tilsvarende konkluderes om
f-vektoren for en cyklisk polytop. Der galder saledes, at f- og h-vektoren for en
cyklisk polytop kun afhanger af typen C(n, d), hvorfor man kan benytte notationen
f(C(n,d)) og h(C(n,d)) for d e Nogn > d+ 1.

Bemszerkning 5.2.11. Lad % (P) for en polytop P vere mengden af sider i P.
Ordnes disse ved inklusion, vil (F (P), C) vere et gitter, og dette betegnes sidegitteret
for P. To polytoper i R™ er ekvivalente, hvis deres sidegitre er isomorfe. Det folger
let, at ®kvivalente polytoper har samme f- og h-vektor. Der gelder, at to cykliske
polytoper af samme type er ekvivalente i denne forstand.

De cyliske polytoper afhenger desuden heller ikke af den valgte algebraiske kurve.
Man kan benytte enhver kurve i R? som opfylder, at ethvert hyperplan hgjest inde-
holder d punkter fra kurven. Der geelder nemlig, at det konvekse hylster af n > d+1
forskellige punkter pa sidanne en kurve vil vere ®kvivalent med en cyklisk polytop
af type C(n,d) defineret pd baggrund af kurven M. Kurven M er et meget sim-
pelt eksempel pa en algebraisk kurve med denne egenskab, hvorfor de efterfolgende
beregninger forenkles.

6. DEN OVRE GRAENSE SETNING FOR COHEN-MACAULAY- OG
EULERKOMPLEKSER

Inspireret af, at h-vektoren for cykliske polytoper er bestemt via kendskabet til
de forste halvdel af veerdierne og Dehn-Sommervilles ligninger, vil der blive vist,
at for en sarlig type af simpliciale komplekser, nemlig Cohen-Macaulay- og Euler-
komplekser, vil h-vektoren opfylde lignende betingelser. Disse resultater udmunder
naturlig i

Seetning 6.0.12 (Den gvre graense satning for komplekser). Lad A vere et sim-
plicialt kompleks pa V', som opfylder, at dim A =d —1 > 0, samt at A er bade et
Euler- og Cohen-Macaulaykompleks. Hvis n = |V|, vil der for —1 <i < d—1 gelde,
at fi(A) < fi(C(n,d)).

6.1. h-vektoren for Cohen-Macaulaykomplekser. For komplekser, der er Cohen-
Macaulay, geelder fglgende graenser for h-vektoren:

Seetning 6.1.1. Lad A veere et simplicialt kompleks pa V' af dimension d—1. Antag
[V| =n og at A er et Cohen-Maculaykompleks. Da vil h-vektoren for A opfylde, at
for 0 <i<d vil

n—d—i—i—l)

7

Bevis. Bemerk, af Lemma 1.5.1 sluttes, at hg = 1. Der haves, at ("~ ') =1, sa
saetningen er trivielt opfyldt for ¢ = 0.
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Lad k veere et legeme, s& k[A] er en Cohen-Macaulayring. Antag k er endelig.
Betragt da

K(Y) = {f;gf; | F(Y).9(Y) € kY], g(Y) # o}.

Bemeerk, at dette er et uendeligt legeme. Der gaelder, at k(Y) pa naturlig vis kan
betragtes som en udvidelse af legemet k. Der haves, at k[A] er en Noethersk ring og
en endeligt frembragt k-algebra. Af |2, Theorem 2.1.10.] folger nu, at k[A] @4 k(Y)
er en Cohen-Macaulayring. Da k®; k(Y) = k(Y') som ringe, og k[A] er en k-algebra,
haves nu, at k[A] @ k(Y) = k(Y)[A] som ringe. Herved sluttes, at A er et Cohen-
Macaulaykompleks over k(Y).

Da h-vektoren for A ikke afhaenger af legemet k, kan der herved kan antages, at
k er uendelig. Lad m = (x1,...,2,), hvor x; er restklassen af X; i k[A]. Da er m
et maksimalideal i k[A], s& da k[A] er en Cohen-Macaulayring, er k[A],, en Cohen-
Macaulayring. Der haves, at (k[A]m, mk[A]n) er en lokal Noethersk ring. Af deifi-
nitionen for Cohen-Macaulayringe, folger saledes, at depth k[A]y, = dim k[A]y,. Af
[2, Theorem 2.1.3.] folger, at depth,, (k[A]) = depth k[A]n. Pa baggrund af Korollar
1.3.6 sluttes, at d = dim k[A]y,, hvorfor ovenstiende giver, at d = depth,, (k[A]).

Der haves, at k[A] er en Noethersk Z-gradueret ring, hvor m er frembragt af
homogene elementer af grad 1. Desuden er k[A]y = k, som er et uendeligt legeme og
saledes ogsa en lokal ring med uendeligt restklasselegeme. Af [2, Proposition 1.5.12
| sluttes nu, at der findes en k[A]-folge y = y1,...,yq, hvor y; € k[A] er homogent
af grad 1.

Betragt nu ringen R = k[A]/(y). Af Korollar A.3.3 fglger nu, at Krull-dimensionen
af R som k[A]-modul opfylder at dim R < dimk[A] —d = 0. Da y er en reguleer
folge, er R # 0, hvorfor dim R > 0. Herved sluttes at dim R = 0.

Da y bestar af homogene elementer, vil Z-gradueringen pa k[A] pa naturlig vis
give en Z-graduering af R som k[A]-modul. Lad Hr(¢) veere Hilbertserien for R med
hensyn til denne Z-graduering. Da R er et endeligt frembragt k[A]-modul, findes
jeevnfer [2, Korollar 4.1.8], et Qgr(t) € Z[t,t1], s&

Rr(t
(1) = (1 e = Q)
Betragtes k[A] som gradueret k[A]-modul vil det vaere endeligt frembragt. Af |2,
Bemeerkning 4.1.11.] folger da, at Qpaj(t) = Qr(t). Koefficienterne i en Hilbert-
serie er dimensioner af vektorrum, og saledes altid ikke-negative. Da h-vektoren
for A er koefficenterne i Qyaj(t), konkluders der, at h-vektoren for A bestéar af er
koefficienten i Hilbertserien Hg(t), og derved vil 0 < h;(A) for alle 1 <1 < d.

Der haves, at k[A]; = @), kz;. Herved kan der for i = 1,...,d veelges Y; €

@, kX, sarestklassen af Y; i k[A] er y;. Da y er en k[A]-regulzr folge, sluttes der

af definitionen af regulaer folge, at y1,...,yq er linezert uathengige over k. Saledes
vil Y1,..., Yy ogsa veere linezert uatheengige over k. Herved kan den suppleres til en
basis

1/1’"'7}/d7Z15"'7Zn—d

for det n-dimensionale vektorrum €, kX;. Lad z; betegne restklassen af Z; i k[A]
for 1 <i<n-—d.Davil z1,...,2,-4 € k[A]1, 0g

Yis---5Ydy 215+ -+ 5 Bn—d

frembringer k[A]; som vektorrum over k. For et ¢ > 0 er vektorrummet k[A];
frembragt af alle monomier i x1,...,z, af grad 4, si det konkluderes, at k[A];
ligledes er frembragt af alle monomier i yq,...,94,21,---,2n—q af grad i. Med den
givne graduering af R, vil R; veere frembragt som vektorrum over k af restklasserne
af disse. Da [y;] ) = 0 for 1 < j < d, konkluderes, at for i > 0 vil R; veere frembragt
som k-vektorrum af monomier i [21](y), ..., [2n—d](y) af grad i.
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For en polynomiumsring k[X1,...,X,,], kan man identificere et monomium af
grad ¢ > 0 med en udvalgelse af m — 1 elementer i en raekke af m — 14 elementer,
idet koefficienterne identificeres med leengden af mellemrummene imellem de valgte
elementer. Da denne identifikation er bijektiv, folger umiddelbart, at antallet af
monomier af grad  er netop (" ') = ("),

Herved konkluderes, at for i > 0, er

hi(A) = dimg R < |{f € k[Z1, ..., Zo_u] | f € A, deg f = i}| = (”_d,”‘l)

i
]

6.2. h-vektoren for Eulerkomplekser. I dette kapitel vises, at for Eulerkom-
plekser vil h-vektoren opfylde Dehn-Sommervilles ligninger. Fgrst defineres den re-
ducerede Eulerkarakterisk for et simplicialt kompleks.

Definition 6.2.1. For et simplicialt kompleks A af dimension d — 1 med f-vektor
FA) = (f=1(Q), fo(A), ..., fa—1(A)) er den reducerede Eulerkarakteristik af A:

d—1

X(A) = > (1) fi(A).

i=—1

Definition 6.2.2. Et simplicialt kompleks A er et FEulerkompleks, hvis A er rent
og der for alle F € A gelder, at X(lka F) = (—1)dimlka F,

Et vigtigt modeksempel er:

Eksempel 6.2.3. Lad V = {vy,...,v,} og A = P(V). Da er dimA =n —1 og
der geelder, at f;(A) = (111) for —1 < i <n — 1. Herved haves, at

RS WE N

i=—1

Da et Eulerkompleks har reduceret FEulerkarakteristik 1 eller —1, sluttes, at A
ikke er et Eulerkompleks.

Da h-vektoren stammer fra Hilbertserien, vil denne nu blive undersggt naermere.
Det viser sig nemlig, at Hilbertserien athaenger af den reducerede Eulerkarakterisk
for delkomplekser. Fgrst haves dog et hjelpelemma.

Lemma 6.2.4. For alle endelige mengder F gelder:

S IIte=1] 0 +t).

GCFveG veEF
Bevis. Lemmaet folger let ved induktion efter F. O
Lemma 6.2.5. Lad A veere et simplicialt kompleks paé V' og k et legeme. Da gelder
om Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z™-gradueringen, at

t;
1—t;

Hua) (1) = Y (D)™ x(ka F) ]

FeA v, €F

ti
1—t;

! t;
i =—(1 .
1—¢1 ( +1—ti>

Bewvis. Under substitutionen ¢; — ti_l, vil erstattes med:
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Benyttes denne substitution pa Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z™ fglger
nu af Saetning 1.4.4 og Lemma 6.2.4, at

Pt = > 1T ¢ t—1*ZH ( 1—t>

FeAv; EF FeAv;,eF

=TT () = e

FeA v, EF FeA GCF v, GG
DRI _ti

Gea \ Fed v,€G 1=t

Lad G € A. Da vil afbildningen ¢ fra lka G til {F € A | G C F} givet ved
o(F'") = F" UG veere bijektiv. For et F' € A med G C F findes saledes et entydigt
bestemt F' € Ika G, sd F' = F' UG, og der gelder, at |F| = |F' UG| = |F'| + |G].
Herved er

Z(*l)lF‘: Z (71)\F’|+\G| dlmG Z |F [+1

FeA F/€lka G F'elka G
GCF
_ (_l)dimG Z (_l)dimF’ — ( 1)d1mG (lkA G)
F/clka G
Pa baggrund af ovenstaende fglger resultatet nu direkte. |

Saetning 6.2.6 (Dehn-Sommervilles ligninger for Eulerkomplekser). Lad A vere
et Eulerkompleks af dimension d — 1. Da vil h-vektoren for A opfylde, at h;(A) =
ha—i(A) fori=0,...,d.

Bevis. Da A er et Eulerkompleks og saledes rent, fglger af Lemma 4.2.2, at for
FeA, vi

(lkA F) ( )dlm lka F ( 1)d—dim F-2 _ (_1)d—dimF'

Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z™-gradueringen opfylder saledes jeevnfor
Lemma 6.2.5, at

Hya) (1) = Z( DI EL (ks F) H

FeA v; €F

t;
1—t,

(=1)* Hija)(t).

FeA vleF

I henhold til Seetning 1.4.5, fremkommer Hilbertserien for k[A] med hensyn til Z-
gradueringen ved at saette t; = ¢ for 1 < ¢ < n. Af ovenstaende konkluderes saledes,

at Hya)(t) = (1) Hyja) (7). Da

Y hi(A)F

Hk[A] (t) = (1 — t)d

giver ovenstaende ligning, at

d
> hi(A) (1t Zh it —1)4.
1=0

Ved at benytte binomialformlen giver for i = 0, ..., d koefficienten til t~%*% i begge
sider af ovenstaende lighed anled til fglgende:

o d
hy( yd=6=9) h —(i=7) )
Z (d (i —j) ) Z il i~
Af dette udtryk folger saetningen let. O
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6.3. Den gvre greaense ssetning. For et simplicialt kompleks, der bade er et Euler-
og Cohen-Macaulaykompleks, geelder saledes for h-vektoren Dehn-Sommervilles lig-
ninger samt en ulighed, der minder om Korollar 5.2.10. Disse vil veere de centrale
dele af folgende bevis:

Beuvis for den guvre grense setning for komplekser Setning 6.0.12. Da A er et Eu-
lerkompleks, er Eulerkarateristikken af A forskellig fra nul. Det fplger nu af Eksem-
pel 6.2.3, at der mé geelde, at fo(A) > d. Idet n > fo(A) > d+1, vil sdledes C(n, d)
vaere veldefineret.

For d — 1 = 0 folger det af definitionen af Eulerkompleks, at

L= (=)A= (—1)m ke ? = F(lka 0) = X(A) = —f-1(A)+ fo(A) = =1+ fo(A)
hvorfor fo(A) = 2. Af Lemma 5.2.8 fplger, at f(C(n,1)) = (1,2). Herved konklude-
res, at f(A) = f(C(n,1)) og sztningen er opfyldt. Antag derfor, at d — 1 > 0.

Da A er et Cohen-Macaulaykompleks, folger det af Seetning 6.1.1, at for 0 < i < d
vil der geelde, at

7

hi(A) < (

Da d > 1, vil for et 0 < i < |£] kunne sluttes pa baggrund af Korollar 5.2.10, at
hi(A) < hi(C(n,d)). Idet A er et Eulerkompleks, folger det af Szetning 6.2.6, at h-
vektoren opfylder Dehn-Sommervilles ligning h;(A) = hg—;(A) for et 0 < i < L%J
Da C(n,d) i henhold til Seetning 5.2.7 er en simplicial d-polytop, vil h-vektoren
for C(n,d) opfylde samme ligning jevnfgr Satning 5.1.5. Herved sluttes, at for

0<i<|4],vi

nd+i1>

ha-i(A) = hi(A) < hi(C(n,d)) = ha—i(C(n, d)).

Der er saledes blevet vist, at for alle 0 < i < d, vil h;(A) < h;(C(n,d)). Af Lemma
1.5.4 fglger, at f-vektoren kan beskrives ved hjelp af h-vektoren. Som tidligere
bemaerket gaelder denne relation for bade simpliciale komplekser og polytoper. Da
de indgaende binominalkoefficienter er ikke-negative, sluttes, at for et 0 <14 < d vil

fic1(A) = Z (f::) hi(A) < Z (f::) hi(C(n,d)) = fi_1(C(n,d)). O

k=0 k=0
7. GEOMETRISK REALISATION OG DEN @®VRE GRAENSE SETNING

Der inddrages nu elementer fra topologi, idet der til et simplicialt kompleks
associeres et topologisk rum. Efterfolgende vises, at om komplekset er et Cohen-
Macaulay- og Eulerkompleks kan bestemmes ved at benytte algebraisk topologi.
Ved at benytte resultater om de toplogiske sfeerer og hovedresultatet fra foregaende
kapitel vil hovedsaetningen blive vist:

Seetning 7.0.1 (Den gvre greense setning for simpiciale sfaerer). Lad A vere et
simplicialt kompleks pa V, hvor |V| = n. Antag |A| = S, hvor d —1 > 0. Da vil
f(B) < fi(Cln,d) fori = —1,...,d—1.

7.1. Geometrisk realisation af et simplicialt kompleks. Til et simplicialt
kompleks kan tilknyttes et topologisk rum kaldet den geometriske realisation. I
dette afsnit er malet af vise en sammenhang mellem relative singuleere homologi af
den geometriske realisation og reduceret simplicial homologi af delkomplekser.

Bemeark, at for en konveks maengde C' C R™ er det relativ indre, betegnet
relint C, det indre af C' betragtet som delmaengde af det affine hylster af C.

Definition 7.1.1. Lad A veere et simplicialt kompleks pi V ogm € N. Lad p: V —
R™ weere en funktion, der opfylder, at

(a) p er injektiv
(b) Elementerne i p(F) er affint uafhengige for alle F € A
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(c) relint(conv(p(F))) Nrelint(conv(p(G))) = 0 for alle F,G € A, hvor F # G.

Udstyret med underrumstopologien, er | Jpc A relint(conv(p(F))) € R™ et topologisk
rum og dette kaldes en geometrisk realisation af A.

Geometriske realisationer eksisterer for ethvert simplicialt kompleks. Lad nemlig
m > |V| = n. Da kan der valges z1,...,z, affinsk uathengige elementer i R™, og
afbildningen p : V. — R™ givet ved p(v;) = z; for i = 1,...,n er en geometrisk
realisation af A. Det fplger desuden af ovenstaende definition, at to geometriske re-
alisationer af samme kompleks er homeomorfiske. Yderligere detajler forefindes i [5,
Kapitel 3]|. Da geometriske realisationer eksistere og er entydige op til homeomorfi,
kan man for et simplicialt kompleks A definere |A| som det topologiske rum, der er
en geometrisk realisation af A. For et topologisk rum X er et simplicialt kompleks
A en triangulering af X, hvis |A| er homeomorf med X.

En af hovedsatningerne om geometrisk realisation af et simplicialt kompleks er
folgende:

Seetning 7.1.2 (Ekvivalens af simplicial og singuleer reduceret homologi). Lad A
veere et simplicialt kompleks og k et legeme. Da vil for alle i € Z

Hi(|Af; k) 2 Hi(A; k).
Et bevis findes i [5, kapitel 51].

Lemma 7.1.3. Lad A veere et simplicialt kompleks pa V og p: V — R vere en
afbildning, si X = Jpca relint(conv(p(F))) er en geometrisk realisation af A. For
F € A set Xp = conv(p(F)) og giv denne delmengde af R™ underrumstopologien.

For A C X gelder da, at A er afsluttet(dben) hvis og kun hvis AN Xp er afslut-
tet(dben) i Xp for alle F € A.

Bevis. Bemeaerk, at X = Jpca XF, 58 for F € A, vil Xp C X.

Antag, at A er afsluttet i X. Daer A = BN X, hvor B er en afsluttet maengde i
R™. Lad F € A. Idet Xr C X, sluttes at AN Xr = BN Xy, som er afsluttet i Xp.

Bemerk, at for F' € A er Xp afsluttet i R™. Hvis AN Xp er afsluttet i Xp, er
det saledes ogsa en afsluttet maengde i R™. Da A= ANX = Jpcpa AN Xper A
foreningen af endeligt mange afsluttede maengder i R™ og saledes er A afsluttet i
R™. Herved fglger, at A = AN X er afsluttet i X.

Mangden A er aben i X netop hvis X \ A afsluttet i X. I henhold til ovenstaende
er dette aekvivalent med, at (X \ A)NXrp = Xp\ (XrpNA) er afsluttet i Xp for alle
F € A, hvilket forekommer netop hvis AN Xp er aben i X for alle F' € A. (]

Lemma 7.1.4. Lad A vere et simplicialt kompleks pa mengden V' og k et legeme.
Antag at X er en geometrisk realisation af A givet ved p: V — R™. Lad F' € A og
set Xp = conv(p(F)). For p € relint(Xp) vil for alle i € Z geelde, at

H; (X, X\ {p};: k) = Hi—qim r—1(Ika F; k).

Bewis. Lad p € relint(Xr) for et F' € A. Bemeerk, at der mé geelde, at F' # (), hvis
sadanne et p eksistere. Da saettes

B= U relint(Xpug).
Gelka F
Der vil blive vist, at B er aben som delmangde af X. Lad H € A. Da haves, at
X = Ugcprelint(Xe). Hvis F ¢ H, vil Xy N B = () jaevnfer definitionen af
geometrisk realisation. Herved er Xz N B adben i Xp. Hvis F C H, vil der gelde,
at

XpnB= |]J reint(Xe)=Xu\ |J X
FCGCH GCH,F¢G
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Herved er BN Xy komplementet til en afsluttet maengde i Xy, hvorved det folger,
at BN Xy er aben i Xgy. Som bemarket i Lemma 7.1.3 medfgrer dette, at B er
aben i X.

Lad U = X \ cl(B) og A = X \ {p}. Da 0 € lka F, vil relint(Xr) C B, hvorfor
p € B. Der haves B C cl(B), hvorfor BNU = . Dap € B og B er aben i X
sluttes derved, at p ¢ cl(U). Herved konkluderes, at cl(U) C X \ {p} = A. Da X
er et underrum af R™, er X Hausdorff. Pa baggrund af dette sluttes, at A er aben.
Herved haves, at cl(U) C A = int(A). I henhold til Excision Saetningen for singulser
homologi [5, Theorem 31.7 | folger, at for i € Z er
Hi(X, X\ {p}; k) = Hi(X, A k) = Hy (X \ U, A\ U; k) = Hy(cl(B), cl(B) \ {p}; k).

Definer nu fglgende simpliciale komplekser

Ap = (F)xlka F, Alp = (F)\{F}x*lka F.

Bemeark, at disse begge er delkomplekser af A. For et delkompleks I' af A lad |T'|
vare den geometriske realisation af I', der fremkommer ved at benytte p. Da geelder,
at cl(B) = |Ap|, og |A’z| er en defomations retrakt af cl(B) \ {p}. Herved folger, at
H;(cl(B) \ {p}, |AR|; k) = 0 for alle i € Z. Da |A] C cl(B) \ {p} C |Ap| giver den
lange eksakte folge fra relativ singulaer homologi
- — Hi(cl(B) \ {p}, |AF[: k) — Hi(|Ap|, [AR|; k) — Hi(|Ap], cl(B) \ {p}; k)
— Hia(d(B)\ {p}, [A"[; k) — -+,
at
H;(cl(B), cl(B) \ {p}; k) = Hi(|Apl,cl(B) \ {p}; k) = Hi(|Ap|, |AF[; k)

for alle ¢ € Z. Da A, er et delkompleks af Ap fplger af akvivalensen af simplicial
og singulaer relativ homologi, at for alle ¢ € Z er

Om relativ simplicial homologi galder der, at ﬁ,;(F,F’; k) = Hy(,I"; k), hvis det
simpliciale kompleks IV # 0. Da F # 0, vil (F) \ {F} # 0. Idet F € A haves ligele-
ledes, at lka F' # 0. Herved sluttes, at A%z # ). P4 baggrund af dette konkluderes,
at for alle i € Z er N
H;(AF, AR k) = Hi(Ap, Aps k).

Da Ar er foreningen af (F') og et simpicialt kompleks, hvor F' # (), fglger det af
Korollar C.3.2, at IA-L(AF; k) = 0 for alle i € Z. Fra den lange eksakte fplge i relativ
reduceret homologi

- —Hi(Ap; k) — Hy(Ap, Aps k) — Hy 1 (Ap; k) — Hi 1 (Ap; k) — -+,

konkluderes saledes, at H;(Ap, Al k) = ﬁi_l(A%; k) for alle i € Z. Da F # ) slut-

tes pa baggrund af Lemma C.3.3, at for ¢ € Z, vil H;(Az; k) =2 H;_qim r(lka F; k).
Sammenholdes ovenstaende resultater fremkommer, at for i € Z, er

H (X, X\ {p}i k) = Hi(Ap, Aps k) 2 Hy 1 (A% k) = Hi ot g r(lka Fi k). O

7.2. Geometrisk realisation og Cohen-Macaulay- og Eulerkomplekser. Om
et simplicialt kompleks er et Cohen-Macaulay- og Eulerkompleks kan bestemmes
blot ved at betragte singuleer homologi af dets geometriske realisation. Dette er
beskrevet i fplgende satning.

Saetning 7.2.1. Lad A vere et simplicialt kompleks med dim A =d—12> 0, X en
geometrisk realisation af A og k et legeme. Da er folgende betingelser ekvivalente:

(a) A er Cohen-Macaulay over k
(b) For allepe X og allei <d—1, vil

H;i(X;k) = Hi(X, X\ {p}; k) = 0.
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Yderligere geelder der, at hvis de ekvivalente betingelser er opfyldt, vil A veere et
Eulerkompleks hvis og kun hvis der for alle p € X geelder, at

Ha-1(X:k) = Hao (X, X\ {p)i k) = k.

Bevis. Antag A er et simplicalt kompleks pa V og den geometriske realisation X
er givet ved afbildningen p : V' — R™, hvor m € N. For F € A saxttes Xp =
conv(p(F)).

For F € A, hvor F # 0, vil relint(Xr) # 0. Herved findes siledes et p €
relint(Xr). Idet

X = U relint(Xp),
FeA

vil der for p € X altid findes et F € A, s p € relint(Xr). Bemark, at der ma
galde, at F' # (). For et sddant par, fglger af Lemma 7.1.4, at for ¢ € Z, vil

(6) Hi(X, X\ {p}; k) = Hi—aim r—1(Ika F3 k) = H;_ 5| (Ika F; k).

Der haves, at ) € A og opfylder lka ) = A. Ekvivalensen af singulaer og simplicial
homologi Saetning 7.1.2 medfgrer saledes, at for alle i € Z er

(7) H;(X; k) = Hy(Ask) = H;_jg(Lka 0; k).

Herved konkluderes, at betingelse (b) er akvivalent med, at for alle FF € A og
i <der Hi_|p|—1(Ika F;k) = 0. Af Reisners kriterium (Saetning 4.0.4) fglger nu, at
de to betingelserne er &kvivalente.

Antag nu, at de akvivalente betingelser er opfyldt. Med argumenter analoge til
[4, 2.44] folger, at for et F' € A vil

dim lka F B
X(ka F) =Y (=1)"dimy H;(lka F; k).
i=—1

Af Reisners kriterium fglger nu, at
(8) X(ka F) = (1) %2 7 dimy, Hyime, r(lka Fi k).

_ Antag nu, at A er et Eulerkompleks og lad F' € A. Af ovenstéende folger, at
Haim ik, p(Ika F5k) =2 k. Da A er rent, vil dimlka F' = d — 2 — dim F' i henhold til
Lemma 4.2.2. Der konkluderes saledes, at for alle F' € A, vil

Hy—o—qim r(lka F; k) = k.

For () € A, giver (7) i dette filfzelde, at Hy_;(X;k) = k. Lad p € X. Som tidligere
findes FF € A, s& F # () og p € relint(Xp). P4 baggrund af (6) konkluderes, at
Ha1 (X, X\ {p}; k) = k.

Antag nu, at den ekstra betingelse er opfyldt. For § € A er lka® = A og
saledes vil dimlka 0 = d — 1. Af (7) folger nu, at Hgiy e, 9(Ika 0;k) = k. For
F € A, hvor F # (), kan der som nzvnt vaelges p € relint(Xr). Da A er et Cohen-
Macaulaykompleks, er A er rent i henhold til Korollar 4.3.3. Af Lemma 4.2.2 sluttes
herved, at dimlka F = d — 2 —dim F'. Af (6) folger nu, at ﬁdim kn F(lka Fi k) 2 K.
For alle F € A konkluderes pa baggrund af (8), at x(lka F) = (—1)dmkaF Dy
der allerede er blevet bemaerket, at A er rent, vil A vaere et Eulerkompleks. O

7.3. Den gvre graense saztning for simpliciale sfaerer. Efter et resultat om
singulaer homologi af topologiske sfaerer, vil hovedsaetningen i projektet blive vist.

Lemma 7.3.1. Lad k vere et legeme og n € Ny. Da vil for p € S™ geelde:

k i=n

H;(S™; k) = Hy(S™, 8™\ {p}: k) = {0 itn



DEN @VRE GRAENSE SATNING FOR SIMPLICIALE SFARER 39

Bevis. Der galder for et n € Ny, at for p € S™ vil S\ {p} # 0. Herved sluttes, at
for alle i € Z vil

Hi(S™, 8™\ {p}: k) = Hi(S", 5™\ {p}; k).
Tilsvarende vil $™\ {p} vaere kontraktibel, hvorfor H;(S™\ {p}; k) = 0 for alle i € Z.
Af den lange folge i relativ reduceret homologi,

- Hi(5™\ {p}i k) — Hi(S"5 k) — Hi(S", 5™\ {p}ik)
— Hy 1 (S"\ {p}ik) — -
folger nu, at
H (5", 8"\ {p}s k) = Hi(S", 8"\ {p}s k) 2 Hi(5"5 k)
for alle i € Z. Den sidste isomorfi fplger af, at dette netop er reduceret singuleer
homologi af en n-sfaere i henhold til [5, Theorem 31.8]. O

Korollar 7.3.2. Lad A veere et simplicialt kompleks og k et legeme. Hvis |A| = S™
for et n € Ny, vil A vere et Cohen-Macaulaykompleks over k og et Eulerkompleks.

Bevis. Bemerk, at hvis |A] 2 S™ ma dim A = n. Korollaret fplger da direkte ved
at sammmenholde Lemma 7.3.1 og Seetning 7.2.1, idet singuleer homologi er en
topologisk invariant. ]

Beuvis for den gure grense setning for simpliciale sfere. Af Korollar 7.3.2 fglger, at
A er bade et Euler- og Cohen-Macaulaykompleks. Resultatet folger nu umiddelbart
af Seetning 6.0.12. ]

Korollar 7.3.3. Lad A vere et simplicialt kompleks pi V. Antag |A| 22 S9=1, hvor
d—1 > 0. Da vil fZ(A) < fl(C(fo(A),d)) fOT’i = —1, .. .,d - 1.

Bevis. Ved at se bort fra de elementer i V', som ikke indgar i A, kan A betragtes
som et simplicialt kompleks pa V' = (Jpca F. Da der klart haves, at [V'| = fo(A),
folger resultatet af den gvre graense s@etning for simpliciale sfeerer. |

Eksempel 7.3.4. Ved at benytte de fundne resultater kan man beregne af h-vektoren
for cykliske polytoper og efterfolgende den tilsvarende f-vektoren. Ovenstdende kor-
ollar bliver siledes til, at for et simplicialt kompleks A med |A| =2 St, vil f1(A) <
fo(A) og for et simplicialt kompleks T med |I'| = S? wvil f1(T) < 3(fo(T) —2) og
£(I) < 2(folT) - 2).
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BiLAG A. RINGTEORI

I folgende afsnit defineres en raekke ringteoretiske begreber, som vil vaere centrale
i projektet.

A.1l. Graduerede ringe og moduler.

Definition A.1.1. Lad k vere et legeme og R en kommutativ k-algebra. Lad n € N.
Huis der for alle o € Z" findes et k-vektorrum R, som opfylder, at R = @ .y Ra
som k-vektorrum og RoRg C Ro4p for alle o, 5 € Z", kaldes R en Z"-gradueret
ring.

En R-modul M kaldes en Z™-gradueret R-modul, hvis der for alle o € Z™ findes
et k-vektorrum M,, sa M = @aezn M, som k-vektorrum og RoMg C My for
alle o, B € Z™. Elementerne i M, for et o € Z™ betegnes de homogene elementer i
M af grad .

Betragt nu tilfaeldet, hvor R er en endelig frembragt kommutativ k-algebra og M
en endeligt frembragt R-modul. Hvis R er Z"-gradueret ring og M en Z"-gradueret
R-modul i henhold til ovenstaende definition, vil der gelde, at dimy M, < oo for
alle @ € Z". Funktionen H(M,—): Z" — Z givet ved H(M,«) = dimy M, for
a € Z™ kaldes Hilbertfunktionen. Lad ¢t = t1,...,t,, og for a = (a1,...,a,) € Z"
benyttes notationen t* = ¢7* - - - t%~. Hilbertserien for M er da

Hu(t) = > H(M, )t

aEZm™

Eksempel A.1.2. Lad k veere et legeme og R = k[X1,...,X,] for et n € N. Da er
som vektorrum over k
R= P kx°,

aeNy

Ved at sette R, = kX for a € N§ og R, = 0 ellers, fremkommer en Z" -graduering
af R. Hilbertserien er i dette tilfelde:

Hr(t)= >t

aeNy

Hvis man for a = (ay,...,a,) € Z™ definerer |a| =Y | a;, vil fori € Z

R, = EB R,

€™, |al=i

vere maengden af homogene polynomier © R af grad i. Da produktet af homogene
polynomier er homogent, folger, at dette definerer en Z-graduering af R. For i > 0
vil meengde af monomier af grad i vere en k-basis for R;. Der findes netop ("+f_1)
af disse, si Hilbertserien er

Hr(t) = ieZNo <n +§ B 1>ti.

A.2. *lokale ringe. Lad i dette afsnit k veere et legeme og R vaere en kommutativ
k-algebra. Antag, at for et n € Z er ringen R udstyret med Z™"-graduering.

Definition A.2.1. FEt ideal I i R kaldes et gradueret ideal, hvis det er frembragt
som R-modul af de homogene elementer i I. For et vilkarlig ideal I i R, defineres I*
som idealet frembragt af de homogene elementer i I. Der bemeerkes, at for et ideal
I i R haves, at I er gradueret netop hvis I = I*.

Definition A.2.2. Et gradueret ideal m i R kaldes *maksimal, hvis der for ethvert
gradueret ideal p © R, som egte indeholder m, gelder, at p = R.
Ringen R kaldes *lokal, hvis der der findes netop et *maksimal ideal i R.
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Bemeerk, at jevnfor [2, Kapitel 1.5], vil der for en *lokal ring (R, m) haves, at m
er et primideal i R.

Eksempel A.2.3. Lad k vere et legeme og R = k[X,...,X,] for etn € N. Lad R
veere udstyret med 7" -gradueringen fra Eksempel A.1.2. Da vilm = (X1,...,X,)
vere et gradueret ideal 1 R. Idet m er et maksimalideal, vil det ogsd vere *maksimal.
Det homogent element i R er et monomium multipliceret med en konstant. Et egte
gradueret ideal i R er sdledes frembragt af monomier af positiv grad, og herved
indeholdt 1 m. Da m indeholder alle egte graduerede idealer 1 R, ma m vere et
eneste *maksimale ideal i R. Ergo (R, m) er en *lokal ring.

A.3. Regulzre folger.

Definition A.3.1. Lad M vere en modul over en ring R. Et element x € R kaldes
M -reguleert, hvis xm # 0 for alle m € M forskellig fra nul.

Forn € N wil en folge x = x1,. .., x, af elementer fra R kaldes en M -requler fol-
ge, hvis x; er et M/(x1,...,x;—1)M-requlert element for i =1,....,n og M/xM #+
0. I dette tilfelde er n lengden af folgen. Der benyttes konventionen, at den tomme
folge er en M -requler folge af lengde 0.

Lemma A.3.2. Lad R vere en Noethersk ring og M en R-modul med dim M < oo.
Lad x € R veere et M-regulert element. Da vil dim M/xM < dim M — 1.

Bevis. Da Supp M/xM C Supp M, haves, at dim M/xM < dim M. Antag, at
dim M/zM = dim M. Da dim M/xM er endelig, findes en maksimal kaede af pri-
midealer i stgtten for M/xM. Dette vil veere en keede af primidealer i stgtten M af
leengde dim M. Da x er et M-regulaert element, vil ¢ Anng(m) for alle m € M
forskellige fra nul. Herved folger, at « ¢ p for alle p € Ass M. Da de minimale ele-
menter for Supp M er indeholdt i Ass M, vil z ¢ p for ethvert minimalt primideal i
stgtten for M. Der geelder, at « € q for alle q € Supp M/xM. Det forste primideal
i den betragtede kade er saledes ikke minimalt i stgtten for M, hvorfor keeden kan
udvides til en kade af primidealer i stgtten for M af leengde dim M + 1, og en
modstrid fremkommer. |

Korollar A.3.3. Lad R vere en Noethersk ring og M en endeligt dimensionel R-
modul. Hvis x = 1, ..., x, er en requler M-folge i R, vil dim M /xM < dim M —n.

Bevis. Beviset fgres ved induktion efter n. For n = 1 fglger pastanden af Lemma
A.3.2. For n > 1, vil x,, veere et regulert element pd M/(x1,...,x,-1)M. Dette
R-modul har endelig Krull-dimension, da det ggr sig geeldende for M. Da

(M/(:Ela cee axn—l)M)/xn(M/(xl, LR xn—l)M) = M/<x17 cee 7mn)M
som R-moduler, fglger pastanden ligeledes af Lemma A.3.2. O
A 4. Cohen-Macaulaymoduler.

Definition A.4.1. Lad R vere en Noethersk ring, M en endeligt frembragt R-modul
og I et ideal i R. Lad depth; M veere den stprste lengde af M-regulere folger i I,
og dette betegnes I-dybden af M. Bemerk, at I-dybden of M er uendelig, hvis der
findes M -requleere folger i I aof vilkdrlig stor lengde.

Hvis R er en lokal ring med maksimalideal m, kaldes m-dybden af M blot for
dybden af M og denne betegnes depth M.

For en lokal Noethersk ring (R, m) og en endeligt frembragt R-modul, som ikke
er nulmodulen, gelder fplgende ulighed depth(M) < dim(M). Bevis kan findes i [3,
Kapitel 27].

Definition A.4.2. Lad (R,m) vere en lokal Noethersk ring og M # 0 en endeligt
frembragt R-modul. Da er M en Cohen-Macaulaymodul, hvis depth M = dim M.
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Ringen R er en Cohen-Macaulayring, hvis R er en Cohen-Macaulaymodul betragt
som R-modul, det vil sige, at depth R = dim R.

Hvis R veere en vilkdrlig Noethersk ring og M # 0 en endeligt frembragt R-modul,
er M en Cohen-Macaulaymodul, hvis Ry, -modulen My, er en Cohen-Macaulaymodul
for alle maksimalidealer m € Supp M. Ringen R er en Cohen-Macaulayring, hvis
den er en Cohen-Macaulaymodul betragtet som R-modul, altsd hvis Ry, er en Cohen-
Macaulayring for alle maksimalidealer m i R.

A.5. *lokale ringe og Cohen-Macaulay ringe. For at bestemme om graduerede
ringe er Cohen-Macaulay, viser det sig, at det er tilstreekkeligt at betragte gradue-
rede primidealer. I specialtilfaeldet af en *lokal ring (R, m), er det nok at undersgge
om ringen R, er Cohen-Macaulay.

Lemma A.5.1. Lad R vere en Noethersk 7" -gradueret ring for et n € N. For
p € Spec R gelder der, at R, er en Cohen-Macaulayring hvis og kun hvis Ry~ er en
Cohen-Macaulayring.

Bemeark, at det af [2, Lemma 1.5.6.] folger, at for et primideal p, vil p* ligeledes
vaere et primideal, sa lokalisering i p* er veldefineret.

Bevis. Hvis p € Spec R er et gradueret ideal, vil p = p*, s& pastanden er indlysende.
Antag, at p ikke er gradueret. Da vil bade R, og R, vere lokale ringe. Af [2,
Theorem 1.5.8] og [2, Theorem 1.5.9.], folger at

dim R, = dim Rp- + 1, depth R, = depth R, + 1.

Pa bagrund af ovenstdende ligninger haves, at dim R, = depth R, netop hvis det
samme ggr sig gaeldende for Ry-. O

Seetning A.5.2. Antag (R,m) er en Noethersk *lokal ring. Da er R en Cohen-
Macaulayring hvis og kun hvis Ry, er en Cohen-Macaulayring.

Bevis. Antag R er en Cohen-Macaulayring. Da m er et primideal folger det direkte
af [2, Theorem 2.1.3.], at R, er en Cohen-Macaulayring.

Antag, at Ry, er en Cohen-Macaulay ring. Lad m veere et maksimalideal i R. Da
vil m* veere et gradueret ideal, og m* C m C R. Herved sluttes, at m* er et agte
gradueret ideal, hvorfor m* C m. Af |2, Lemma 1.5.6.] fplger, at m* er et primideal.
Saledes vil my, € Spec(Ry). Af [2, Theorem 2.1.3.] sluttes nu, at (Rn)z: er en
Cohen-Macaulayring. Af lokaliseringsprincippet [11, (4.14)] folger, at (Rm)m: =
Rz~ som ringe. Herved sluttes, at Rg« er en Cohen-Macaulayring. Af Lemma A.5.1
konkluderes, at Rz er en Cohen-Macaulayring. I henhold til definitionen er R saledes

en Cohen-Macaulayring. |

BiLaG B. UDVALGTE RESULTATER VEDR@ORENDE LOKAL KOHOMOLOGI

I dette afsnit forefindes enkelte beviser vedrgrende lokal kohomologi. Bemeerk, at
(R, m) er en lokal Noethersk kommutativ ring.

B.1. Gammafunktoren. I det fglgende er optegnet beviser for de grundlaeggen-
de egenskaber med Gammafunktoren, som er centrale for lokal kohomologi. Lad
Mod(R) veere kategorien af R-moduler med R-homomorfier.

Lemma B.1.1. Gammafunktoren I'y,(—) er en kovariant funktor pé Mod(R).

Bevis. For M en R-modul, fglger klart, at 0 € T'y,(M). Hvis z,y € T'y(M) findes
k, ¢ € Ng, samFx = mly = 0. Davilm***(z+y) = 0,884 +y € [',(M). Hvis 7 € R,
vil mF(rz) C mFa =0, sa ro € T'y(M). Herved folger, at 'y, (M) er en undermodul
af M og siledes en R-modul.
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Lad M og N veere R-moduler og lad ¢ € hompg(M, N). Hvis « € T'y, (M), vil der
findes k € Ng, med mFz = 0, sa

0 = p(m*z) = m*yp(a),

sd p(z) € T'n(N). Herved er 'y (¢) en homomorfi fra T'y, (M) til T (N).

Gammafunktoren er saledes veldefineret. Da Gammafunktoren pa R-homomorfier
er restriktion, folger let, at for en R-modul M, er I'y,(idas) = idp, (ar). Ligeledes
haves for ¢ € homp(M, N) og ¢ € homp(N, L), at

Fm(¢op) =Tm(¥) o T'm(p). O
Satning B.1.2. 'y (—) er en venstre-eksakt additiv funktor.

Bewis. Da I'y,(—) pad R homomorfier blot er restriktion, er det oplagt, at I'y,(—) er
additiv. Betragt en venstre-eksakt R-fglge:

0 — My - My 25 M.

Anvendes gammafunktoren pa denne fremkommer

Fm «@ 1_‘m 5
0 — Tn(M1) = Ty (1) =2 T (015).
Da « per antagelse er injektiv, er 'y («) ligeledes injektiv, da der blot er tale om
restriktion. Da foa =0, vil T (8) o Tp(a) =T (0) = 0, s& im Ty () C ker 'y, (B8).
Lad z € kerT',(8). Daer I'y, (6)(x) = B(x) = 0. Da den oprindelige fglge var eksakt,
vil der findes y € My, sa a(y) = z. Idet z € 'y, (Ma), findes et k € Np, sa mFz = 0.
Da vil

0=mlz = mka(y) = oz(mky),

og da « er injektiv, fglger, at m¥y = 0. Herved er y € T'w(M;) og I'm(a)(y) =
aly) =z, sd x € im 'y (a). Saledes sluttes, at ker 'y (8) C imI'y («), hvorved det
konkluderes, at fglgen er eksakt. ]

For en folge © = z1,...,x, af elementer i R benyttes konventionen, at for & > 0,

er ¥ = 2% ... 2. Det viser sig, at man kan beregne Gammafunktoren pa baggrund

yvn

af et frembringersaet for maksimalidealet, som beskrevet i:

Lemma B.1.3. Lad © = xz1,...,x, vere en folge af elementer i R, sdledes at
idealet (x) = m. Da vil

Tw(M) ={y € M | 3k € Ny (*)y = 0}.

Bevis. Der haves 1, ..., %, € (z) = m. For et 7 € Ny galder derved, at = € m* for
alle 1 < j < n, hvorfor (x¢) C m®.
Lad nu k > 0, og betragt idealet (z*). Det folger direkte, at z% € (x*) for

J
j € {1,...,n}. Idealet m*" er frembragt af H;-L:l x;j, hvor ai,...,a; € Ny og

> j=1a; = kn. Da folger det, at der findes et j € {1,...,n}, s& a; > k. Da vil
2 € (x"), hvorfor IT-, z’ € (x¥). Herved sluttes, at m* C (¥).
Af disse resultater fglger lemmaet umiddelbart. O

T

B.2. Beregning af lokal kohomologi. I dette afsnit forefindes et bevis for Saet-
ning 2.2.2.

Bemseerkning B.2.1. Det et eksempel pd en klassisk bevisstategi fra homologisk
algebra. Da man befinder sig i en kategori, hvor injektive resolutioner eksisterer,
er det tilstrekkeligt at vise, at {H'((—) ®r C*)} {1501 er en universal §-funktor og
H((=) ®r C*) =2 T (—). For yderligere information henvises til [12]. Det folgende
bevis kreever dog ikke kendskab til disse begreber.
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Bevis for Setning 2.2.2. Forst vises, at H*(M @5 C*) = I'y(M) for en R-modul
M. For 1 <j<n,vil M, M &g Ry, hvorved

M ®gC' = ész.
j=1

Da imd~! =0, fglger det, at H*(M ®z C*) er isomorf med kernen af afbildningen

n n

m

o: M — @ij, hvor o(m) = @ T
j=1 j=1

Der gaelder, at Ft = § i M, for 1 < j < n netop hvis der findes k > 0, s z¥m = 0.

Herved fplger direkte, at

kero = {m € M | 3k € Ny, (z*)m = 0}.

Af Lemma B.1.3 sluttes nu, at ker o = 'y, (M), hvorved H*(M ®p C®) = Ty, (M).
Betragt nu en kort eksakt fglge

0— My — My — M3 — 0

af R-moduler. Der vil blive vist, at (—) ® g C* inducerer en lang eksakt folge i
homologi. Lad 0 < t < n. For J € 2(¢,n) vil R, vaere en flad R-modul. Herved
sluttes, at C* er en flad R-modul. Betragt den inducerede fglge af kaedekomplekser:

0— M;®rC* — My®rC* — M3®gr(C* — 0.

Da C*® er et kaedekompleks bestaende af flade R-moduler, vil ovenstaende folge af
keedekomplekser veere eksakt. Da C* = 0 for i < 0 er den lange eksakte folge i
kohomologi nedenstaende

0 — HY(My @ C*) — H° (M ®p C*) — H°(M3 @, C*)
— HY(M; @ C®) — -+

Der vil nu blive vist, at H (I @z C*) = 0 for alle i > 0, hvis I er en injektiv
R-modul. Hvis I er nulmodulen, er pastanden klar, si der antages, at I # 0. Hvis
I =1, & I, for to undermoduler af I, der ikke er nul, vil kaeedekomplekset I @ p C'*
veere isomorf med (I; @ g C*) @ (I2 @ C*) og derved

HY(I @ C*) = H (I, @ C*) @ H (I, @5 C*).

Da en direkte summand i en injektiv modul er injektiv, vil bade I; og I veere
injektive R-moduler. Det er saledes tilstraekkeligt at vise, at H'(I @ C*) = 0 for
alle i > 0 for et injektiv R-modul der er indekomposable, dvs. der findes ikke
undermoduler Iy, I5 af I, som begge er forskellige fra nulmodulen og som opfylder
I=1L®I.

Der vil nu blive benyttet, at de injektive indekomposable R-moduler kan beskri-
ves ved hjelp af det injektive hylster. Da R er Noethersk haves i henhold til [2,
Theorem 3.2.6.] og |2, Lemma 3.2.7.], at for en injektiv R-modul I, vil I & E(R/p),
hvor {p} = Ass(I) og F betegner det injektive hylster.

Antag forst, at p = m, hvorved Ass(I) = {m}. Lemma 3.2.5 fglger nu, at der alle
m € I findes N > 0, sa :z:j—vm =0 for alle 1 < 5 < n. Som tidligere bemarket, haves
for alle t > 0

I ®r Ot = @ IwJa
JeD(t,n)
hvorfor der sluttes, at I@C? = 0 for alle i > 0. Da H (I @z C*) er en kvotientmodul
af I @p C*, folger det gnskede.

Antag nu, at p # m. Da (x) = m, findes der saledes et 1 < j < mn, s& x; ¢ p.
Definer afbildningen ¢: I — z;I ved at ¢ er multiplikation med z;. Da er ¢ en
surjektiv R-homomorfi. Da AssI = {p}, vil der for m € I, hvor m # 0, gelder at
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Anng(m) C p. Saledes sluttes, at for et m # 0 vil z; ¢ Anng(m), hvilket medfgrer,
at ¢ er injektiv. Da x;I = I, er ;1 en injektiv R-modul. Ergo z;I er en injektiv
undermodul af I og saledes en direkte summand i I. Idet I er indekomposabel,
sluttes, at ;1 = 0 eller z;1 = I. Da z;1 = I # 0, sluttes herved, at ;1 = I.
Saledes vil ¢: I — I veere en isomorfi.

Det vil nu blive defineret en kontrakterende homotopi for kaeedekomplekset I @
C*. Lad for t > 0

YV ITQrCt— T@r CT1L

veere afbildningen givet ved, at for L € 2(t,n) er den pad komponenten I, er
R-homomorfiern

.,
ﬁz — (_1)5—1()‘7Z (m)
Tr TL\G}
hvis j € L og j = ls, og nulhomomorfien, hvis j ¢ L. For at vise, at dette er
en kontrakterende homotopi skal der vises, at d'~! o 4! + 41 o d' = idjg, 0.
Lad i det folgende L € 2(t,n). Betragt « = 73 € I, . Der skal saledes vises, at
L

(d~toy")(W) + (Y od) () =

Antag fgrst, at j ¢ L. Da er v*(¢) = 0. Desuden vil

(9) =Y (i

xr
KeP(t+1,n) K
Is€{1,...,t+1} Ks=L

I ovenstaende sum vil kun en af maengderne K indeholde j, nemlig LU {j}, og i det
tilfeelde er j = ks. Herved folger det, at

mat —L(zlm
¢“wﬂm=¢“<&wlz J>=ew1ew1<¢(/)>zu

LU} ZL

Herved folger, at
Ay () + AT () = dTH0) e =
Antag nu, at j € L. Daer j =[5 for et 5 € {1,...,t}. Af definitionen fglger
¢

~(m < —(m)at
dtfl (’Yt (L)) _ dtfl <(_1)§1§0w[ ( )) _ Z (_1)571(_1)371(‘0 El:g) Js )
L\{j} JED(t,n) J

Ise{l,...,t}
Jo=L\{j}

I summen (9) summeres der over mangder, der alle indeholder L, hvorved enhver
K € 2(t+1,n) som indgar i summen indeholder j. P4 baggrund af dette fplger, at

—/L )
. g 1P (mxkg)
@)=Y (e
KeD(t+1,n) K\{j}
Js,s'€{1,...,t+1}
Ko=L,j=k,

Kald nu (d*=to~?) () + (v**1od!) (1) for i. Af ovenstaende sluttes, at for L' € 2(t,n)
er komponenenten af 7 i I, nul, hvis der ikke findes I’ € {1,...,n} \ Ls, sa L' =
L; U{l'}. Antag nu, at L' = L; U{lI'} = (L\ {j}H) U{l'} for et I' € {1,...,n} \ Ls.
Antag forst, at I’ < j. Bemaerk, at da vil j ¢ L’. Daer I’ =1/, hvor u < 5. Herved
er L, = L'\ {I'} = L\ {;j}. Herved folger, at komponenten af d'~! (y* (1)) i I, er
da

(_1)u—1(_1)§—1 (P_iizn)xf' )
)%
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I meengden K' = L' U {j} € Z(t +1,n) vil j = ki, og ' = k;,. Tilsvarende haves
saledes, at komponenten af v**1(d"(1)) i I, er
¢

(_1)u—1(_1)§ @_e(f;n)xl’ .

x5,
hvorfor komponenten af 7 i I, er nul. Tilsvarende argument giver, at hvis I’ > j,
vil komponenten af 7 pa Ip,, veere nul. For L' = L haves, at komponenten for
d7H(yH(1)) i I, er

s @ fm)af  m

—1)5-1(—1 LTS N LR
()T =
mens komponenten af /! (d' (1)) pa I, er nul, idet j € L. Af dette folger, at
=1
Pa baggrund af ovenstaende konkluderes, at identiteten og nulafbildningen pa
I ®r C* er homotopiske via v*. Herved folger, at I ®r C*® er split-eksakt, si der
sluttes, at H'(I @ C*) = 0 for alle i € Z. 4 .
Der vil nu blive vist, at for en R-moduler M, er H;, (M) 2 H'(M @5 C*®) for alle
i > 0. Beviset fgres ved induktion efter 7. For i = 0 er det allerede vist, at

HY (M) 2T (M) = H(M @r C*).
Lad derfor i > 0. Modulen M kan indlejres i en injektiv modul I, og vil
0-M—I—I/ima—0

vare en kort eksakt fglge, idet o betegner den givne indlejring. I tilfaeldet ¢ = 1
giver den lange eksakte fglge i kohomologi, og at I er injektiv, at

0 — T(M) — T (1) -5 T (I/ ima) 25 HY(M ®5 C*) — 0

er eksakt. Tilsvarende haves, at
0 — D (M) — T (1) 25 T (I/imar) -2 HE (M) — 0
er eksakt. Herved fglger, at
HY(M ®p C®) 2Ty (I/ima)/kerd; =2 Ty(I/ima)/im 3
~ T (I/ima)/kerds = Hy, (M).
For i > 1 giver de lange eksakte fglger i kohomologi, at
H' (M ®@rC*) 2H ' (I/ima®r C®) og Hiy ' (I/ima) = H, (M),

hvorfor resultatet folger af induktionshypotesen. a

BiLAG C. SIMPLICIAL HOMOLOGI AF SIMPLICIALLE KOMPLEKSER

For et simplicialt kompleks er defineret en rackke moduler, som kaldes den sim-
pliciale homologi af komplekset. Formalet med dette kapitel er, at definere disse
moduler og give konkrete beregninger af disse i en rakke tilfaelde. Visse af pastan-
dene svarer til velkendte resultater i singulser homologi, men her velges at give
beviser, som er rent algebraiske. Motivationen for dette er, at nogle af resultater-
ne anvendes fgr geometrisk realisation er blev introduceret. Desuden er simplicial
homologi et algebraisk begreb og det er saledes tilfredstillende at give beviser, der
holder sig indenfor den givne teori, i stedet for at benytte hovedseaetninger fra alge-
braisk topologi.
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C.1. Simplicial homologi. For et simplicialt kompleks tilknyttes et kaedekom-
pleks, som giver anledning beregning af simplicial homologi og kohomologi. Dette
keedekompleks kan gives koefficienter i en vilkarlig abelsk gruppe. For videre bereg-
ninger er det vigtigt, at bade simplicial homologi og kohomologi med koefficienter i
et legeme, kan betragtes som vektorrum over dette.

Definition C.1.1. Lad A wveere et simplicialt kompleks pa V. En orientering af
A er en lineer ordning of V. For F = {vg,...,v;} € A, skrives F = [vg,...,v;],
hvis vg < --- < v; med hensyn til den linere ordning pd V. For 0 < s < 7 lad
FS == [UQ,...,@S,...,’Ui].

Definition C.1.2. For et orienteret simplicialt kompleks A pdé V af dimension

d—1, er €(A) kedekomplekset:
0 — Gu1(8) — Guz(D) — -+ — Go(A) — C_1(A) — 0
hvor fori e {—1,...,d—1}
A= P zF
FeA,dim F=i
og for F = [vg,...,v;] € A er differentialet
5;E(A) (F) = Z(_l)st-
s=0
Den reducerede simpliciale homologi af A er da defineret ved, at for i € Z, er
H(A) = Hy(€(A)).
Lad € (A) vere komplekset, der fremkommer ved at
(D) i A —1
NS S
0 i =—1

og differentialerne er (525@) = 5:-5@) for i # 0 mens 6;@4@) er nulhomomorfien. Den

simpliciale homologi af A er da tilsvarende defineret ved, at for i € Z, er
H(A) = Hi(%/(A).

Definition C.1.3. Lad A vere et simplicialt kompleks og G vere en abelsk gruppe.
Den i’te reducerede simpliciale homologi af A med koefficienter i G for et i € Z
defineres ved

Hi(A;G) = Hy(€(A) ®2 G)

Den i’te reducerede simpliciale kohomologi ﬁi(A;G) af A med koefficienter i G
defineres tilsvarende ved

H'(A; @) = Hi(homy(€(A), Q).
Analogt defineres simplicial homologi og kohomologi med koefficienter i G som

homologi og kohomologi af komplekserne €(A) ®z G og homy(€(A),G), og disse
betegnes He(A; G) henholdsvis H*(A; G).

Bemseerkning C.1.4. Lad A veere et simplicialt kompleks og k et legeme. Da Z ®y,
k =2 k og tensorprodukt kommuterer med direkte sum, vil for i € Z

C(A)ozk= @ kF
FeA,dim F=i

som Z-moduler. Saledes har ‘K(NA) ®z k en naturlig struktur som k-vektorrum og
med denne vil differentialerne 6%(R) @y, k vere k-lineere afbildninger. Ligeledes vil
homy (€ (A);, k) for et i € Z pd naturlig vis vere et k-vektorrum, idet for \ € k,
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¢ € homgz(€(A)i, k) og w € € (A); settes (A\p)(w) = Ap(w)). Differentialerne

homz(ézg(m, k) er da k-lineere afbildninger.

Siledes vil bide €' (A)®zk oghomz (%' (A), k) vere kedekomplekser af k-vektorrum.

Deres homologi- henholdvis kohomologigrupper ﬁi(A;k) og ITIZ(A;k) er sdledes k-
vektorrum for alle i € 7.

C.2. Simplicial homologi af forening af komplekser. Der vil nu blive define-
ret foreningen af to simpliciale komplekser. Det viser sig, at i tilfzeldet af simplicial
homologi med koefficienter i et legeme, kan den simpliciale homologi af en forening
beregnes pa baggrund af den simpliciale homologi af hver af de indgaende komplek-
ser.

Definition C.2.1. Lad A og T" veere simpliciale komplekser pa henholdvis V og W.
Huvis V og W er disjunkte, er foreningen af A og I' givet ved:

A«xT={FUG|FeA GeT}.

Bemeerk, at dette er et simplicialt kompleks pa VU W

Huvis A og T' er orienterede simpliciale komplekser, er der siledes givet en lineer
ordning pd bade V og W. Da findes der en lineer ordning pa V U W, ved at alle
knuderne i V. kommer for knuderne i W og deres indbyrdes ordning er nedarvet fra
de lineere ordninger pa V. og W. Da er AxI" et orienteret simplicialt kompleks. Hvis
ikke andet er angivet, sa antages der, at A« ' er udstyret med denne orientering.

Bemsaerkning C.2.2. Foreningen af simpliciale komplekser er associativ i den for-
stand, at hvis A, T' og A er simplicialle komplekser pa parvis disjunkte mengder,
vil (AxT)«A=Ax(TxA).

Hvis C, med differentialer §; og j € N, vil i det fglgende C,[—j] veere kaedekom-
plekset, der fremkommer ved:

. C. 4
(Co[=41)i = Ciejy 60 =5,

2

Suspensionen af C, defineres da ved, at XCy¢ = Co[—1].
For A og I simpliciale komplekser pa disjunkte maengder benyttes i det folgende

BE(A)@EEM) 514@1“‘ Tilsvarende vil forkortelsen 6;6)@) = 64

i %

notationen, at §
anvendes.

Lemma C.2.3. For A og I' simpliciale komplekser pa disjunkte mengder V- og W
geelder der, at

SE(A+T) = XE(A) @7 SE(T),

hvor X betegner suspensionen af de givne kedekomplekser.
Bevis. Bemark, at for et simplicial kompleks A pa V, vil for i € Z
e = P zF

FeEA,|F|=i
Der galder, at for F € A og G € T, vil FNG = (). Herved folger, at for i € Z, vil
SE(A«T);= @ zH= P zZFUG
HEAST,|H|=i FEA,GeT
|F|+|G|=i

Da X% (A) og % (T') begge er keedekomplekser bestaende af frie Z-moduler, vil det

samme ggre sig geeldende for Y€ (A) @z £€'(T). Idet for i € Z, vil

(BC(A)@z2¢(D)i= P Z(F@26).

FEA,Ger
|F|+|G|=i
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For ¢ € Z lad
Vi SE(AT); — (3€(A) @z /(I));
veere Z-homomorfien givet ved, at ¢;(FUG) = F ®z G for FF € A og G € T med
|F| 4+ |G| = i. Da er 9; bijektiv.
Hvis der for et i € Z ikke findes F € A og G € T' med |F| + |G| =i vil

6iA®F ° ¢Z =0= /ll)ifl o 5ZA*F

Antag, at der for et ¢ € Z findes F' € A og G € T' med |F| + |G| = 4. Lad
F =lvg,...,v,] 0g G = [wp,...,w,] med hensyn til orienteringerne af A og I'. Da
er FUG = [vg, ..., Un, W0 . .., W], hvorfor

n

A T(FUG) :Z(—l)i[vo,...,@i,...,vn,wo, ey W]
i=0

n+1+1 ~
+§ [V0y vy Upy WOy« v vy Wiy e oy W]

i YF, UG+ (— 'F‘Z YIF UG,

Saledes vil

n

Yic1 (67T (FUG) =) (-1)'Fi @2 G+ (— ‘F|Z )IF ®z G

i=0
i=0 3=0

=001 (F) ©2 G + (-1)FIF ©2.0,,.1(G)
=020 (F @2 G) = 67" (hi(FUG)).
Da bade differentialerne og 1, er Z-homomorfier, fglger nu af ovenstaende, at
52O o ahy = 4h_y 0 52T

Herved er ¢, en Z-homomorfi fra keedekomplekset E‘g(A * 1) til E‘g(A) ®z E(g(F),
hvor hver indgaende homomorfi er bijektiv, hvorfor der konkluderes, at i, er en
isomorfi mellem de to keedekomplekser. O

Saetning C.2.4. Lad A og T' simpliciale komplekser pd de disjunkte mengder V
og W. For et legeme k vil der for alle i € Z geelde, at som k-vektorrum er

Zl(A*Fk @ Hn 1Ak)®ka 1(Fk)

n+m=1t

Bevis. Bemark, at $%(A) og S%(T') begge er kaedekomplekser af frie Z-moduler.
Af Kiinneths Theorem med koefficienter i et legeme, som formuleret i [5, Theorem
58.5.] folger, at for alle ¢ € Z er som k-vektorrum:

P H.(EC(A) @z k) @ H(SE(T) @z k) = H;((SE(A) @2 S€(T)) @2 k).
n+m=i

Kaedekompleksisomorfien fra beviset for Lemma C.2.3 vil pa naturlig vis kunne
udvides til en isomofi mellem kadekomplekserne

(SE(A) @2 SET)) @2k = (S (A +T)) ®z k
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betragtet som kadekomplekser af vektorrum over k. Herved konkluderes:

P Ho1(Ak) @r Hyo1(Tik) = €D HA(SE(A) @z k) @k Hi (SE(T) @2 k)
n+m=1 n+m=i
=~ H,((2€(A) @z 26/(T)) @z k)
~H,((SE(A*T)) @z k) 2 H;_1(A=T;k). O

C.3. Simplicial homologi af to typer af foreninger. Resultatet fra foregaende
sektion vil blive benyttet til at fastleegge den simpliciale homologi med koefficienter
i et legeme for to typer af foreninger.

Definition C.3.1. Lad V vere en ikke tom mengde. For F CV defineres (F) =
P(F). Herved er (F) C P(V) og opfylder indlysende betingelserne for at veere et
simplicialt kompleks pd V.

For F CV, som er forskellig fra den tomme mengde, defineres St = P(F)\{F}.
Dette er ligeledes et simplicialt kompleks pa V.

Bemerk, at for F C V med |F| > 1 vil den geometriske realisation af S veere
homeomorfisk med den topologiske sfaere SI¥1-2,

Saetning C.3.2. Lad A vere et simplicialt kompleks pd V. Antag, at der findes
F € A, hvor F # 0, og et simplicialt kompleks A" pa V\ F, sé A = (F)x A’. Da
vil for et legeme k geelde, at for alle i € Z er H;(A; k) = 0.

Bevis. Lad w € F og saet F' = F\ {w}. Da vil F/ € A, og der galder, at A" =
(F")yx A’ er et simplicialt kompleks pa V' \ {w}. Herved vil fglgende veere veldefineret:

{w}) « A" = {w}) = ((F') « A) = (({w}) = (F)) « A" = (F) « A" = A.
Der haves, at ¢ (({w})) ®z k er keedekomplekset:
0 — k{w} -5 kO — 0,

hvor 8(r{w}) = rf. Herved er & en isomorfi, og keedekomplekset €'(({w}) ®z k er
eksakt. Saledes haves, at for alle ¢ € Z vil H;({({w}); k) = 0. Saetningen folger nu
umiddelbart af Saetning C.2.4. ]

Lemma C.3.3. Lad A vere et simplicialt kompleks pa V, og F C W, hvor F # ()
og V og W er disjunkte. Lad A" = ST « A og k veere et legeme. For det simplicial
kompleks A’ geelder sdledes, at for alle i € Z vil H;(A'; k) =2 H;_gim r(A; k).

Bevis. Beviset fgres ved induktion efter dim F. Hvis dim F = 0, er A’ = A og
lemmaet er opfyldt. Betragt nu specialtilfzeldet, hvor dim F' = 1 og A = {0}. Da er

A = {0, {w1}, {ws}}, si det C(A') @y k er komplekset

O%k{v}@k{w}ik®—>0

hvor §o(k1{v} + ko{w}) = (k1 + k2)0. Der geelder, at dy er surjektiv med ker g =
k({v} — {w}). Herved sluttes, at

~ E i=0 ~ ~
(& k) {0 o = Her (0)R) = Fes (AR

Antag nu, at dim F' > 0. Lad v € F og st G = F\{v}. Lad H C F. Hvisv ¢ H,
er HC G.Hvisv € H,vil H\{v} C G. Da gelder saledes, at (S%*({v}))U(G) = ST
Bemerk, at (8¢ * ({v})) N (G) = SY. Da enten dim F > 1 eller A # {0}, vil
SY % A # {0}, hvorfor Mayer-Vietoris fglgen i reduceret homologi for paret

(S * {{v})) * A, (G) x A)
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er nedenstaende eksakte folge:

—H (89 ({v}) + A5 k) & Hi((G) + A k) — Hi(A3K)

—H 1 (S % Ask) — iy (€ % ({v]) « Ask) & Hioy ((G)  Ask) — -
I henhold til Szetning C.3.2 er simplicial homologi for bade (S x ({v})) * A og
(G) * A med koefficienter i k nul. Af den lange eksakte folge konkluderes saledes, at
fori € Zer B _

Hi(A/; k) = Hifl(SG * A; k’)
Af induktionshypotesen sluttes nu, at for alle i € Z er
H (A5 h) 2 H;_1 (S % Avk) = Him1_dimc(As k) = Hi—aim p(As k). U

C.4. Stjerne og lsenke. I stil med resultaterne i foregaende afsnit vises nu to

egenskaber ved delkomplekser, der fremkommer ved at benytte stjerne og leenke
flere gange.

Lemma C.4.1. Lad A veere et simplicialt kompleks, og lad F € A. For G € 1ka F,
er lklkAF G= lkA(F @] G)

Bevis. Lad FF € A og G € lka F. Bemaerk, at davilGUF € Aog GNF = .
I henhold til definitionen er

Ik, rG={HCV|(HUG)UFeA (HUG)NF=0,HNG = 0}.
Da F NG = 0 haves derved, at
=(HUGNF=(HNF)U(GNF)=HNF,
hvorfor
Ik, pG={HCV|(HUG)UF e AJHNF=0,HNG = 0}.
Tilsvarende vil
Ika(FUG)={HCV |HU((FUG)e AJHN(FNG)=0}.

Idet HN(FUG) = (HNF)U(HNG) er betingelsen H N (FUG) = O aekvivalent
med, at bade H N F og H N G er den tomme mangde. Da foreningsmangde er
associativ, giver disse betragtninger, af de to mangder er ens. |

Lemma C.4.2. Lad A veere et simplicialt kompleks pi V. Lad F' € A 0g G € Ika F.

Hvis G £ 0, vil for et legeme k haves H;(lkg, ¢ F; k) = 0 for alle i € Z.

Bewvis. Det vil fgrst blive vist, at

kg, ¢ F = (G) * ki, ¢ F.

I henhold til definitionen, er

ks, F={HCV|HUF €staG,HNF =0} ={H CV | HUFUG € A, HNF = (}.

Tilsvarende er

kg, F={HCV|HUF €lkaG,HNF =}

={HCV|HUFUGeA,(HUF)NG=0,HNF =0}
={HCV|HUFUGEeAHNG=0,HNF =0},

idet G €lka F,s4 FNG = 0.

Givet H € lky, ¢ F, kan H = Hy; U Hy, hvor Hy N Hy = § og H; C G. Af
ovenstaende fglger, at Hy € lkjk, ¢ F. Tilsvarende vil der for H; C G og Hs €
H{]kAgF gaelde, at (Hl UHQ) NF = @, idet H1 - G og GNF = @ Da

(H1UH2)UFUG:H2UFUG€A,

haves, at Hy U Hy € Ikg, ¢ F.
Da G # 0 fplger lemmaet nu direkte af Korollar C.3.2. ]
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