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Abstract. The aim of this project is to introduce the reader to discrete dynamical
systems and chaos through theory and examples, and to illustrate the rather long way
from a formal definition of chaos to its actual uses in biology. In particular, the basic
notion of a discrete dynamical system is explained and fundamental concepts and
results are introduced. Furthermore, different definitions of chaos are presented and
applied to various examples. Lastly, the chaotic properties of the giant squid axon
are discussed by giving an account of the experimental work done in [14,15,16] and
subsequently analyzing a proposed neuron model with the tools developed in the
present paper.
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Indledning

Begrebet kaos er gennem tiden blevet brugt til at beskrive en lang raekke forskellige faanomener,
og vi har nok alle en forestilling om, hvad kaos er. Tit beskrives kaos som en hgjst irreguler og
uforudsigelig opf@rslen, hvor sma @ndringer kan have store konsekvenser i fremtiden, hvilket i
folkemunde tit bliver kaldt “butterfly”-effekten. Analogien er her, at en sommerfugls vingeslag
i ét land kan forarsage en storm i et andet, fordi vejret er kaotisk. I Igbet af 1950’erne begyndte
man at undersgge sadanne systemer, hvilket resulterede i en formel kaos-teori med formelle de-
finitioner af kaos. Som vi skal se, er der stadig ikke generel enighed om én specifik definition af
kaos, men der er derimod flere forskellige definitioner, der alle prgver at specificere den intuitive
forestilling om kaos.

En af de revolutionerende indsigter, som man fik gennem kaos-teori, var, at et system med en
meget kompleks opfgrsel ikke ngdvendigvis behgvede at vere drevet af komplekse mekanikker,
som man hidtil ville have regnet med. Et af de centrale koncepter i kaos-teori er nemlig, at et
system kan have en hgjst uforudsigelig opfgrsel pa trods af, at de underliggende dynamikker er
deterministiske, og endda kan beskrives med simple ligninger. Denne indsigt har &ndret mange
naturvidenskaber, og specielt i biologien har kaos-teori haft stor succes.

I dette projekt vil vi da se pa, hvad kaos er, og hvordan den er blevet anvendt i biologi til at
forklare komplekse, observerede fenomener. I fgrste afsnit presenteres diskrete dynamiske sy-
stemer som grundlaget for en rekke forslag pa en formel definition af kaos. Herefter udvikles
redskaber, som muligggrer en analyse af fysiske fenomener m.h.t. deres eventuelt kaotiske op-
farsel, og til slut vil vi se pa, hvordan disse redskaber kan bruges til at analysere biologiske
neuroner og neuronmodeller.

Gennem hele projektet er der lagt stor vaegt pa eksempler og visuel fremstilling som forklarende
faktor for en lettere lesning og forstéelse.

Diskrete Dynamiske Systemer

Generelle begreber og resultater Lad os indledningsvist introducere begrebet diskret dyna-
misk system og nogle grundlaeggende resultater herom. I det fglgende vil vi da benytte termino-
logi og notation som introduceret af M. Martelli [1].

Ved et (reelt) diskret dynamisk system (DDS) forstas en mangde af tilstande X C R” (ogsa
kaldet tilstandsrum eller faserum) sammen med en funktion F : X — X, der beskriver, hvordan
man kommer fra én tilstand til den naste. Systemet er diskret i den forstand, at tilstandene
ikke @ndrer sig kontinuert, men i diskrete skridt, d.v.s. givet en tilstand xy € X er den naste
tilstand x; = F(xo) , dern@st x, = F(F(xo)) osv. Fglgen {xo,x1,x2,...} kaldes da banen fra x
og benzvnes O(xp). Mangden af fortatningspunkter for O(x) benavnes L(x).

Man kan tenke pa et DDS som et fysisk system, der udvikler sig i Igbet af diskerete tidsskridt,
hvilket ogsa vil kunne genkendes i meget af terminologien her. Et eksempel pa et DDS kunne
veere den logistiske model X = [0, 1] og F(x) = 1.5x(1 —x). Velges f. eks. starttilstanden xo =
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Figur 1: (a) Cobweb-diagram af de forste 8 iterationer (symboliseret af den bla trappelinje) af
banen fra xo = 0.9 under funktionen 1.5x(1 —x). (b) Bifurkationsdiagram for den lo-
gistiske familie af funktioner ax(1 —x), med a som bifurkationsparameter. For detaljer
om, hvordan diagrammerne er blevet til, se appendiks A.

0.1 bliver de fgrste tilstande i banen fra xo: {0.9,F(0.1) = 0.135,F(0.135) = 0.175,...}. Et
nyttigt redskab til at visualisere sadan en bane er de sdkaldte cobweb-diagrammer, som ofte
indeholder en hel del nyttig information om systemet.

I fig. 1a ses et eksempel pa et cobweb-diagram af den netop beregnede bane for den logistiske
model. Grundlaget for et cobweb-diagram for en funktion F er grafen for F samt den rette linje
I(x) = x. En bane visualiseres da i cobweb-diagrammet ved at starte i en starttilstand xo (i fig. 1a
er xo = 0.9) pa [, hvorefter man finder tilstanden x; ved at ga lodret ned/op pa grafen for F og
dernzst vandret hen pa [ igen. Gentages denne procedure, kan man da ga fra tilstand til tilstand,
og dermed finde banen fra 0.9 (som vist i fig. 1a).

Det er ofte muligt at udtale sig om en banes opfgrsel pa leengere sigt ved at se pa et cobweb-
diagram, f. eks. kan man ud fra ovenstdende diagram se, at banen O(0.9) nermer sig et helt
bestemt tilstand. Det ser ydermere ud som om alle baner vil nerme sig dette punkt, men det vil
vi vende tilbage til senere.

Lad os fgrst se pa to typer baner, som er specielt interessante, nemlig de stationeere baner (punk-
ter) og periodiske baner. Et stationcert punkt (ogsa kaldet fikspunkt) er en tilstand x; € X for
hvilken geelder, at F(x;) = x,. Det er ikke svert at se, at lgsningerne til denne ligning netop
er skaringspunkterne mellem grafen for F og linjen /(x) = x, hvilke kan aflases pa cobweb-
diagrammer. De stationzre punkter for funktionen 1.5x(1 — x) er f.eks. x;; = 0 0og x» = 1/3.

En bane fra et punkt xq siges at vaere periodisk (med periode p), hvis der findes et p € N sédan at
FP(xp) = xo og F"(x0) # xo for alle 0 < n < p (her benevner F" den n’te iteration af F). Dette
vil altsé sige, at et stationart punkt er en periodisk bane med periode 1 og at en periodisk bane
med periode p er et station@rt punkt for funktionen F?.
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Ydermere siges en bane O(xg) at vaere asymptotisk stationcer/periodisk, hvis den n@rmer sig
en stationeer/periodisk bane asymptotisk. I dette tilfaelde vil L(xy) veere enten en singleton eller
endelig. Bemerk, at eftersom F(L(xp)) = L(xo), sa er L(xp) en singleton h.h.v. endelig hviss
L(xp) er en stationzr h.h.v. periodisk bane.

En bane, der hverken er stationer, periodisk eller asymptotisk stationer/periodisk, siges at vaere
aperiodisk.

En bane kaldes stabil, hvis andre baner, som ligger tet pa banen, forbliver tet pa den. Formelt
defineres stabilitet ved en € — d-definition:

En bane O(xy) er stabil, hvis den opfylder, at

Ve > 038 > 0Vyp € XVn € N : ||xg —yo|| < 8= ||F"(x0) — F"(y0)|| <&

En bane, som ikke er stabil, siges da at vare ustabil. Der findes en nyttig s®tning, som giver
en tilstreekkelig betingelse for, at stationaere punkter er stabile, hvilken vi hurtig vil gennemga
til senere brug. Bemark her, at et stationart punkt x; kaldes tiltreekkende, hvis der eksisterer et
r > 0 sadan at y, — x, nar ||yo — x;|| < r, og frastgdende, hvis der eksisterer et r > 0 siadan, at
der for enhver tilstand yp med ||y — x;|| < r findes et m > 0 s ||y, — xs|| > 7 .

Seetning 1. Lad I veere et dbent interval og xg veere et stationcert punkt for en kontinuert funktion
F : 1 — I. Antag at der findes et r > 0 sadan at F er differentiabel pa (x; — r,xs + r), undtagen
muligvis i x;. Da er xg stabil hvis |[F'(x)| < 1 for x € (xs— r,xs+7).

Bevis. Antag ar |[F'(x)| <1 for x € (x; — r,x;+ 1) og lad € > 0 vare givet. Veelg et xp sadan
at |x; —xo| < min{g,r}. Jf. middelvardisetningen for differentiable funktioner findes da et ¢ €
(x0,%5) C (x5 — x5+ r) sadan at

F(x5) — F(x0) = F'(c)(xs —x0).
Dermed galder at
s —x1] = [F (x5) = F(x0)| < |xs —xol -
Af denne betragtning fglger direkte, at

|[F" (xg) — F" (x0)| < |xg —xo0| <.

Seetning 2. Lad I veere et dbent interval og xg veere et stationcert punkt for en kontinuert funktion
F : I — I. Antag at der findes et r > 0 sadan at F er differentiabel pa (x; — r,xs + r), med
kontinuert afledt i xs. Da er x; tiltreekkende h.h.v. frastpdende hvis |F'(x;)| < 1 h.h.ov. |[F'(x,)] > 1.

Bevis. Antag at |F'(x;)| < 1 for x € (x; — r,x;+r) og lad os vise, at x; er stabilt. Velg et k €
(|F'(xs)],1). Da F' er kontinuert i x; kan et d > 0 velges sadan at F'(xo) < k < 1 for xq €
[xs —d,xs +d] C (xs — r,xs +r). Middelverdisetningen giver da, at

|xn — xs| = |F™(x0) — F" ()| < K" |xs — x0] -
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Da k < 1 geelder altsa, at x, — x, for alle xy € [x; — d,x;+d|.

At x; er frastgdende hvis |F’(x)| > 1 vises pa lignende vis.
[ |

Vi har allerede set et eksempel pa et tiltreekkende fikspunkt i den logistiske model fra tidligere,
nemlig xy, = 1/3. Et par hurtige udregninger viser, at

15
‘F/(x)| =15-3x<1ndrxe (6’8)

og pr. setning 2 er x;p da et tiltrekkende fikspunkt, hvilket underbygger vores mistanke fra
tidligere.

Bifurkationsdiagrammer En ting, som man tit er interesseret i, nar man arbejder med dyna-
miske systemer, er, hvordan systemet @ndrer egenskaber som funktion af en parameter. Man kan
f.eks. betragte den logistiske familie af funktioner f(a,x) = ax(1 —x), a € (0,4],x € [0,1], og
sporge sig, for hvilke verdier af a systemet har et stationert punkt. Lige i dette tilfeelde vil svaret
vare de a, hvor ligningen

ax(l—x)=x

har Igsninger. Dette har den for alle a, og man kan endda finde samtlige stationare punkter som
funktion af a. De er nemlig x;; = 0 og x;» = 1 —1/a, @ > 1. Man kan faktisk videre bestemme
stabiliteten af disse punkter ved at bruge s&tning 1:

flaxa)|=lal <1

S0<a<ll

frlarxo)| =la(1 =201 -1/ < 1

&1 <a<l3.

Sa, for 0 < a < 1 har den logistiske model et unikt, stabilt fikspunkt x;, men i a = 1 deler dette
punkt sig i ét stabilt fikspunkt x5, og ét ustabilt fikspunkt x;;. Man siger da, at der sker en
bifurkation i a=1, og specifikt kalder man denne type bifurkation, hvor et stabilt fikspunkt bliver
til ét stabilt og ét ustabilt fikspunkt, en saddle-node-bifurkation. En anden slags bifurkation kan
observeres for @ = 3, hvor den stabile, periodiske bane

1+1+\/a2—2a—3 1 1—-+va?—2a-3

X1 = = 2a og x2=§+ a

opstar. Her bliver det stabile fikspunkt x;; til to stabile periodiske punkter (bemerk, at for a = 3
er x; = X1 = xp), og en sadanne bifurkation kaldes periodefordoblende. For at fa et overblik
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Figur 2: Plot af de forste 30 tilstande i banen O(0.1) for (a) a = 1.5, (b) a = 3.4 0og (c) a = 3.9.
Banen i (a) er asymptotisk stabil, i (b) er den asymptotisk periodiske og i (¢) kaotisk.

over, hvordan stabiliteten nedarves, og for hvilke verdier af a, der sker en kvalitativ @ndring
af systemet, kan man konstruere et bifurkationsdiagram, som vist i fig. 1b. Her indtegnes en
bestemt banes asymptotiske opfgrsel som funktion af bifurkationsparameteren a, og herved kan
blandt andet stabile, periodiske punkter identificeres. De to bifurkationer, som vi allerede har
identificeret, kan f.eks. nemt genkendes i fig. 1b.

Kaos

Definitioner af kaos

For at introducere begrebet kaos, lad os benytte os af den logistiske model fra tidligere som
illustrativt eksempel. Vi s, at opferslen af systemet givet ved funktionen 1.5x(1 — x) kunne
forudsiges relativt nemt, og at det var muligt at forudsige, hvordan en bane i systemet ville
udvikle sig pa leengere sigt. I fig. 2 sammenlignes tre baner fra h.h.v. denne og to andre funktioner
fra den logistiske familie ax(1 — x).

Man kan se, at stgrrelsen af parameteren a har en afggrende betydning for, hvor “pent” systemet
opferer sig, hvilket ligesa kan oserveres i fig. 1b. For a = 3.4 i figur 2b ser det f. eks. ud til, at
den asymptotisk stabile bane fra figur 2a er blevet til en periodisk bane (med periode 2), og for
a = 3.9 1 figur 2c ser det ud til, at banen er blevet mere eller mindre tilfeldig. Det er denne
tilsyneladende tilfaeldighed, som kaldes kaos.

Der er imidlertid ikke én enkelt formel definition af kaos, men en hel del. De fgrste kaotiske sy-
stemer blev opdaget og undersggt af blandt andet Henri Poincare i 1880’erne og senere Edward
Lorenz i 1950’erne, men begrebet kaos blev fgrste gang benyttet til at beskrive disse systemer
af T. Li og J. Yorke i [2]. En version af Li-Yorke-definitionen pa kaos for 1-dimensionale reelle
systemer er specielt elegant og simpel ([1],p.95) :

Def. 1. Li-Yorke-kaos pa intervaller. Lad F : I — I veere kontinuert, hvor I C R er et begreenset
interval. Da siges F at veere kaotisk, hvis F' har en periode-3 bane.
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Denne definition kan maske virke overraskende, men den udspringer fra en meget forunderlig
setning, kaldet Sarkovskiis S@tning:

Sarkovskiis satning. Lad / C R veare et interval og lad F : [ — I vere kontinuert. Antag at F'
har en periodisk bane med periode p. Da har F en periodisk bane med periode g, hvis g er stgrre
end p under Sarkovskii-ordningen af de naturlige tal:

3<5<7<..<2:3<2.5<2-7<..=<22.3<22.5<22.7<..<23<22<2<1.

En uddybende behandling af s@tningen og et bevis kan findes i [3]. Det ses, at hvis F har en
en bane med periode 3, sa siger Sarkovskiis setning, at F har en periodisk bane med periode ¢
for alle naturlige tal q. Ydermere viste Li og Yorke i [2], at eksistensen af en bane med periode
3 medfgrer eksistensen af en overtellelig maengde S € I sadan, at for alle x € S er banen O(x)
aperiodisk og ustabil i S .

Disse vigtige resultater motiverer altsa Li- Yorke-definitionen af kaos, da eksistensen af uendelig
mange periodiske baner og overtelleligt mange ustabile og aperiodiske baner, stemmer godt
overens med en intuitiv forstdelse af kaos.

Fordelen ved Li-Yorke definitionen af kaos pa intervaller er, at den er sa nem at bruge. Betragt
f. eks. den logistiske funktion F(x) = 3.9x(1 — x) fra tidligere. Lgses ligningen

F3(x) =x

numerisk fas en 3-periodisk bane {0.134...,0.448...,0.964...}. Altsd er F kaotisk i Li-Yorkes
forstand.

Den mest udbredte definition pa kaos er dog ikke Li-Yorke-kaos, men en definition foreslaet af
Devaney [4]:

Def. 2. Devaney-kaos i R". Lad X C R”" veere en meengde og F : X — X en funktion. F siges at
veere Devaney-kaotisk hvis

1. F er topologisk transitiv, d.v.s. at der for alle abne mengder U,V C X findes et n > 0
sadan at F"(U)NV #£0.

2. De periodiske punkter for F er teette i X.

3. F erfplsom overfor startbetingelser, d.v.s. at der eksisterer et & > 0 sadan at der for alle
x € X og alle dbne mengder U C X omkring x geelder, at der findes ety € U og et n >0
sadan at |[F"(x) — F"(y)| > d.

Det er senere blevet vist at fglsomhed overfor startbetingelser (3) fglger direkte af den topolo-
giske transitivitet (1) og taetheden af periodiske punkter (2) i de tilfaelde, hvor X har uendelig
mange elementer [5]. Desuden er det blevet vist, at tetheden af periodiske punkter fglger af
transitivitet, nar X er et interval [6].

Det viser sig, at den logistiske afbildning F'(x) = 4x(1 —x) fra tidligere ogsé er Devaney-kaotisk.
Dette kan vises ved at eftervise transitivitet, som altsa pa et interval har kaos som konsekvens



Sebastian Schwarze 8/ 29

0.8 08

0.6 0.6

04 04

02 02

0 0.2 04 0.6 08 1 0 02 04 0.6 0.8 1

X X

(@) (b)
Figur 3: (a) Graf for H(x). (b) Graf for H>(x).

j.f. ovenstaende bemarkning. En typisk made at ggre dette pa (se f.eks. [7] eller [8]) er at se pa
funktionen H : I — I, 1 = |0, 1] givet ved

2x 0<x<0.5
H(x)=
2—2x 05<x<1

i stedet. H har, som funktion der beskriver et dynamisk system, praecis de samme egenskaber
som F, da de to funktioner er hinandens konjugerede, d.v.s. at de opfylder relationen H = ¢! o
F o ¢, hvor ¢ er en homeomorfi (i dette tilfeelde ¢ = (n/2)arcsin(4/x)). Det er klart, at en sddan
konjugation bevarer de vigtige egenskaber for et dynamisk system, eftersom H" = ¢~ o F" 0 ¢.
Der er f.eks. en én-til-én korrespondance mellem de periodiske punkter for H og F, da H"(p) =
p< F"(0(p)) = 0(p)). Specielt er ogsa kaos invariant overfor konjugering.

Grunden til, at H er lettere at arbejde med end F er, at iterationerne H” har en simpel form.
Som det kan ses pa figur 3 afbilleder H intervallerne /; | = [0,0.5] og I;» = [0.5,1] lineeert pa
intervallet /. Dette vil sige, at grafen for H? vil vare to kopier af grafen for H, og ligeledes
vil grafen for H"+! vere to kopier af grafen for H". For n > 0 vil H" da afbillede intervallerne
Lj=1[(j—1)/2",j/2"], 1 < j<2"pahele . For et vilkarligt abent interval U C I kan man altsa
finde N,J > 0 sadan at Iy ; C U (hvis U = (a,b) veelg f.eks. fgrst N sadan at /2" < 2|b—alog
dernast J sidan at a < (j—1)/2" < j/2" < b). Dermed er H (U) = I. Dette viser specielt at
HN(U)NV # 0 for alle abne maengder V C I, altsé er H transitiv og dermed kaotisk i Devaneys
forstand. Men da H og F er konjugerede betyder dette ogsa, at F er Devaney-kaotisk.

Som det kan anes ud fra ovenstaende eksempel, kan det veere ret besverligt at eftervise Devaney-
kaos formelt, nar systemet bliver mere kompliceret, men det bliver praktisk umuligt, hvis man
ikke kender den underliggende funktion, som beskriver systemet. Dette er f.eks. tilfeeldet, nar
man laver en maleserie, og vil finde ud af, om de underliggende mekanikker er kaotiske eller
stokastiske (hvilket kan se meget ens ud).
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Af disse grunde kan det vere ngdvendigt at arbejde med fglgende, lidt svagere definition af
Devaney-kaos, som foreslaet af K. Hirata og Y. Aihara [9]:

Def. 3. r-kaos i R". Lad X C R" veere en meengde og F : X — X en funktion. Givet en mdleserie
{x1,%2,..c,xy} C X, hvor F(x;) = xi+1 0og F(xy) = 0, og givet et r > 0, definer U; = {x € X |
’ ‘x = xi’ ‘ < r}. F siges da at veere r-kaotisk hvis

1. F er r-transitiv, d.v.s. at der for alle dbne meengder U;,U; C X findes et n > 0 sadan at
F"(U)NU; #0.

2. De periodiske punkter for F er t-teette i X, d.v.s. at der for alle U; kan findes et periodisk
punkt p; € U;.

3. F er r-fgplsom overfor startbetingelser, d.v.s. at der for alle U;,i = 1,...,N eksisterer et
yi € U; sadan at ||F"(x;) — F"(y;)|| > r for et n > 0.

Som det kan ses, minder denne definition meget om om Devaneys definition, den eneste forskel
er blot, at de tilfeeldige, abne mangder U og V fra Devaneys definition er blevet udtyndet til
abne mangder defineret over maleserien.

Det er veerd at bemerke, at Devaney-kaos medfgrer r-kaos, hvilket altsa ggr r-kaos til en svagere
definition af kaos, men som vi skal se senere, ogsa en mere anvendelig én i visse tilfaelde, da
man kun ser pa abne maengder med en vis stgrrelse.

Lyapunov-eksponenter

Lyapunov-eksponenter (opkaldt efter A. Lyapunov (1857-1918)) er blevet foreslaet som mal
for, hvor kaotisk et system er. De er kvantificeringer af den gennemsnitlige, eksponentielle vak-
strate af afstanden mellem to tetliggende baner, og beskriver, hvor fglsomt et system er overfor
starbetingelser. Det fantastiske ved disse eksponenter er, at det er blevet vist (se Oseledets sat-
ning, [13]), at de stort set er uatheengige af, hvilke baner man kigger pa, og dermed kan bruges
som et globalt mal for ustabilitet i hele systemet. Den stgrste Lyapunov-eksponent for et kaotisk
system vil da altid vere positiv, og derfor er det ikke unormalt, at man bruger en positiv stgrste
Lyapunov-eksponent som en indikator for, at systemet er kaotisk.

Men lad os starte fra begyndelsen. Vi gnsker fgrst og fremmest et mal for, hvor hurtigt to baner,
der starter teet pa hinanden, fjerner sig fra hinanden. Lad da xy € X C R” veare en starttilstand
i systemet givet ved en differentiabel funktion F : X — X og valg en tetliggende starttilstand
Yo =xo + € € X. I et kaotisk system vil man da forvente, at de to baner O(xo) og O(yo) vil fjerne
sig fra hinanden eksponentielt hurtigt. Vi vil da gerne finde et tal A € R sadan at

|22 — ynl| :ek”||x0—y0||

for sma n, hvor A er den maksimale Lyapunov-eksponent. Vi definerer da den maksimale Lyapunov-
eksponent saledes:

Definer fgrst J,, = DF (x,) = DF"(xo), d.v.s. J, er Jacobi-matricen for funktionen F" i x¢. Jacobi-
matricerne langs banen indeholder information om, i hvilke retninger, og hvor meget baner tat
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pa vil bevaege sig vaek fra banen. For hver J, er vi da interesseret stgrrelsen pa den maksimale
veekstretning under J,,, som er givet ved spektralradien p,, = {|A| | A er egenverdi for J, }. Tager
man grensen

Lmax = r}l_{lolo \’/l Pn,

som eksisterer som konsekvens af den tidligere nevnte Oseledets setning [13], fas Lyapunov-
tallet L,,,, 0g da defineres den maksimale Lyapunov-eksponent ved

Amax =In (Lmax) .

Specielt geelder, at den maksimale Lyapunov-eksponent for en differentiabel funktion F : R — R
(som faktisk sé er den eneste Lyapunov-eksponent, siden systemet kun har en enkelt dimension)

er givet ved
l/n>

Det er vigtigt at bemarke, at den maksimale Lyapunov-eksponent, som den er defineret her,
afhanger af, hvilken starttilstand xo man kigger pa. Vi ved f. eks. at der altid vil vere en del pe-
riodiske punkter i et kaotisk system, og hvis man udregnet den maksimale Lyapunov-eksponent
herudfra, sa bliver den en anden, end hvis man udregner den for en aperiodisk bane. Som alle-
rede nevnt er denne afth@ngighed dog begraenset, da en konsekvens af Osedelets s@tning er, at
der er sandsynlighed O for at vaelge et af de punkter, hvor Lyapunov-eksponenten afviger.

n—yoo

d
A=liml —F"
im n(’dx (x0)

I figur 4 ses et eksempel pa et estimat af A for den logistiske funktion ax(1 —x) med a = 4, som
vi nu har set flere gange er kaotisk. Dette estimat er lavet ved at benytte kadereglen til at skrive
A som

n—yoeo

1 & 1 &
A=1im =Y In|F'(x;)| = = Y In|F'(x;)|,
ni:O N,':o

for et tilstreekkeligt stort V. I figur 4a er A estimeret ved at beregne de fgrste n, 0 < n < 300 ite-
rationer af funktionen i et tilfaeldigt punkt, evaluere den afledte a — 2ax i alle iterationspunkterne
og tage gennemsnittet af deres logaritmer. I figur 4b er A beregnet som funktion af parameteren a
i den logistiske model, for at give os et overblik over, for hvilke vardier af a systemet er kaotisk
(sammenlign gerne med bifurkationsdiagrammet fig. 1b).

Kaos i maleserier

Nar man undersgger fysiske systemer, s& ggr man det tit ved at lave en rekke malinger af en
fysisk stgrrelse, som @ndrer sig over tid. En sadan samling af malinger kaldes en maleserie, og
den kan opfattes som del af en bane i et underliggende dynamisk system. Man kan da forsgge at
analysere maleserien som bane, og bruge dette til at sige noget om det system, som har frembragt
serien.

Det kan dog til tider vaere svart at afggre, om kompleksiteten af de malinger man har lavet
stammer fra et deterministisk system. Man kan derfor lave en rakke tests pa maleserien for at
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Figur 4: (a) Estimater af den stgrste Lyapunov eksponent for funktionen 4x(1.x), plottet mod
antallet af beregnede iterationer n. Der er lavet tre estimater ud fra tre tilfeeldige start-
positioner, og det ses, at Lyapunov-eksponenten er uathangig af, hvilken startposition
veelges. (b) Estimater af Lyapunov-eksponenten for ax(1 —x), a € [3.4,4]. Sammenlign
evt. med bifurkationsdiagrammet fig. 1b.

bedgmme, om det underliggende system er deterministisk kaotisk eller stokastisk. Hertil har
man udviklet et vaeld af redskaber, hvoraf vi vil presentere et par.

Indlejring i hgjere dimensioner

Nar man vil analysere en maleserie, s kommer man for det meste ikke udenom at skulle bereg-
ne de indbyrdes afstande mellem punkter i maleserien, f.eks. nar man skal udregne Lyapunov-
eksponenter. Det er derfor vigtig at beslutte sig for, hvor mange dimensioner man tror det un-
derliggende faserum har, da forskellige valg giver forskellige afstande. Antag f.eks. at man har
et system i fem dimensioner, men kun kan male den fgrste af dem. Spgrgsmalet er da, hvor-
dan man bedst muligt kan genskabe det oprindelige faserum, kun ved hjelp af information fra
en maleserie. Denne problemstilling bestar af to delproblemstillinger, nemlig hvilken dimen-
sion det bagvedliggende faserum har og hvordan man kan indlejre maleserien i dette faserum.
Som svar pa den sidste problemstilling er der udviklet et effektivt redskab, nemlig den sikaldte
“delay”-indlejring, der fungerer séaledes:

Givet en maleserie {x(1),x(2),...,x(N)} valges fgrst en delay-tid T og en indlejringsdimension
dg. Da indlejres maleserien i det dg-dimensionale faserum som en maleserie {X (M), ...,X(N)}
med M = 1+ 1dg ved indlejringen

X (n) = (x(n),x(n—1),x(n —21),...,x(n— (dg — 1)1))

[12]. Denne indlejring muligggrer at differentiere mellem malepunkter, ved at se pa deres fortid,
og dermed genskabe noget af strukturen i det oprindelige system.
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Figur 5: Den endimensionale méleserie fra (a) indlejres i to dimensioner ved delayindlejring
som vist i (b). Bemerk, hvordan afstanden mellem x(16) og x(32) (h.h.v. det grgnne og
bla punkt) i (a) er 0, men i (b) er omkring 1.7.

Spgrgsmalet er sa, hvordan man velger delay-tiden og indlejringsdimensionen, sadan at man
genskaber strukturen i systemet. Dette er imidlertid let nok for delay-tiden, da denne ikke har
indflydelse pa den topologiske beskaffenhed af den indlejrede maleserie, men kun pa stgrrel-
sesforholdene. Man skal dog passe lidt pa, hvis der er periodicitet i maleserien, ikke at veelge
delay-tiden synkront med denne. M.h.t. indlejringsdimensionen er der flere forskellige forslag
til, hvad man kan ggre for at finde den rigtige, hvoraf en af de mest udbredte er “false-neighbor’-
metoden, som udviklet af Kennel et al. [12]. Denne forklares bedst ved et eksempel:

Antag at en given maleserie fglger en sinussvingning som vist i figur 5a. Vi har da, at de to
malinger x(16) og x(32) begge er lig 0, men at maleserien udvikler sig forskelligt h.h.v. efter det
ene og efter det andet malepunkt (x(n) > 0 kort efter n = 16 i modsetning til x(n) < 0 kort efter
n = 32). Hvis vi da laver en delay-indlejring i to dimensioner som vist i figur 5b, ser vi da, at
X(16) # X(32), og vi kan altsa skelne mellem de to punkter.

Denne strategi — at lede efter punkter, som ligger teet pa hinanden i en dimension d men som
pludselig ligger langt fra hinanden i indlejringsdimensionen d + 1 — bliver ogsa benyttet i false-
neighbor-metoden (hvilket altsa forklarer navnet). Man tager da et mélepunkt x(i) € RY og méaler

afstanden Dg’r) til det r’te teetteste punkt x(i,). Sa indlejrer man punkterne i dimension d + 1 og
(i.r)

maler afstanden D dil og hvis
(ir) (i.r)
D, 1—D
d+1 — d_ SR
D,

for en fastlagt teerskelveerdi R, sa har x(i) en false neighbor. Indlejringsdimensionen findes da ved
at tjekke for false neighbors for hver dimension d, og den fgrste dimension, der ikke har nogen,
bruger man sa som indlejringsdimension dg. For flere detaljer og uddyende tests af metoden se
[12].
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Gentagelsesplot

Nar man sa endelig har indlejret sin maleserie i en passende dimension, kan man konstruere
et meget alsidigt vaerktgj til at konstatere kaos i et system, nemlig de sdkaldte gentagelsesplot
(frit oversat fra det engelske “recurrence plot”). Et gentagelsesplot konstrueres ved at se pa,
hvilke af malingerne ligger tettere pa hinanden end en vis afstand r. Givet en maleserie O(x;) =
{x1,x2,x3,...,xy } laver man da fgrst en N x N-matrix R, hvor

1 hvis Hxi—xjH <r

Ri’ ji= .
0 ellers

Gentagelsesplottet fas da ved at plotte punkter der, hvor R har 1-taller, altsa i de punkter (n,m)

hvor R,,, = 1. Derved fas et N x N-punktplot, som kaldes et gentagelsesplot. I figur 6¢ ses et

eksempel pa et sddanne plot.

Gentagelsesplot er ekstremt alsidige i deres anvendelsesmuligheder. De er blevet relateret til
en lang rekke stgrrelser, som beskriver kompleksiteten af dynamiske systemer, herunder den
maksimale Lyapunov-eksponent, som vi stgdte pa tidligere.

En af de ting, som vi vil bruge disse plot til her, er, at undersgge, om det underliggende system
er r-kaotisk (som foresléet i [9]). Husk, at for at et system skal vare r-kaotisk skal det vere
r-transitivt, have r-tette periodiske punkter, og vere r-fglsomt overfor startbetingelser. Lad os
da farst se, hvilken sammenh@ng der er mellem gentagelsesplot og r-transitivitet:

Lad da O(x;) = {x1,x2,x3,...,xy } veere en maleserie i systemet F : X — X, X C R". Lad g(i) =
min{j | ||xi—x;|| < r} og h(i) = max{j | ||xi—x;|| < r} (altsd h.h.v. det laveste og hgjeste
indeks j sadan at R; j = 1). Daer F r-transitiv hviss max{g(i) | 1 <i <N} <min{hr(i) | 1 <i<
N}, hvilket er hurtigt vist:

Antag at max{g(i) | 1 <i <N} <min{h(i) | 1 <i<N} ogtagto maengder U;,U;, som defineret
i def. 3. Hvis i < j gelder, at F/~/(x;) = x; og dermed F/~!(U;) NU; # 0, eftersom x; € U;
og x; € U;. Hvis vi pd den anden side har, at j <1, s er x,(;) € U; og pr. antagelse videre at
g(i) < h(j). Da gelder, at F*(/)—¢0) (Xg(i)) = Xp(j) og altsé at FrI=¢0(U;) N U; # 0, eftersom
Xg(i) € Ui og xp(;) € Uj, hvilket viser, at F er r-transitiv.

Antag omvendt, at der findes et par af indekser;j < i sidan at h(j) < g(i). Da er F"(x,(;)) ¢ U;
for0 <n <N —g(i) og da ogsa F"(xx) ¢ U; for x;, € U; 0g 0 < n < N —k, da g(i) er det mindste
indeks sédan at x,(;) € U;. Altsa er F"(U;)NU; =0 for 0 <n <N, og dermed er F ikke r-transitiv
[9].

Udover den topologiske r-transitivitet kan man ogsa identificere ustabile periodiske baner pa et
gentagelsesplot ved at kigge efter kortere eller lengere diagonale linjer i plottet. De diagonale
linjer viser, at den bane, som maleserien udggr, besgger samme omrade flere gange, hvilket
tyder pa en ustabil periodisk bane i nerheden (se f.eks. [10] for detaljer). Besgger maleserien et
omrade igen efter k tidsenheder, sa tyder det da pa, at der er en periodisk bane i omradet med
periode k, og man kan teste for disse ustabile periodiske baner ved at undersgge, om linjestykker
parallelle med diagonalen optreder signifikant oftere end forventet.
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Lad da fgrst (k) benevne hyppigheden af punkter i diagonalen (i,i+k),i=1,..,N —k i genta-

gelsesplottet, d.v.s.
1 N—k

k)= —— Rii .
(k) N—kl;’ itk

Lad os da betragte antallet af skift n; i diagonalen (i,i+ k), som mal for hyppigheden af linjestyk-
ker i diagonalen. nier da givet ved

N—1

=) |Riivk —Riytitar1]-
i=1

Under den antagelse, at R; ;1 ~ B(1,7(k)), kan forventes at ny ~ B(2t(k)(1 —t(k)),N —k—1),
hvis skiftene er uathengige af hinanden. For N tilstreekkelig stor giver den centrale grense-
verdisetning os, at n; omtrent er normalfordelt med middelverdi 2(N —k — 1)t(k)(1 —t(k)) og
varians 2(N —k— 1)t(k)(1 —7(k))(1 —21t(k)(1 —7(k))). Vi betraget da den (0, 1)-normalfordelte

variabel
ng—2(N—k—1)t(k)(1—1(k))

&= 2(N—k—1)t(k)(1 —(k))(1 —21(k)(1 —7(k)))

som grundlag for vores test. Beregnes z; i det konkrete tilfelde, siger vi da, at systemet har
mindst en periodisk bane med periode k hvis P(x < z;) < 0.05, i hvilket tilfelde [, = {i €
{1,..;N—k} |Rijpx =1}U{i+k € {N—k,...,N} | Riyx; = 1} er indeksene af de U;, der inde-
holder et af disse periodiske punkter. Hvis vi da har, at Uf;ll I ={1,...,N}, sa har F har r-tette
periodiske punkter hvis der gelder [9].

Som sidste forudsatning for r-kaos mangler blot r-fglsomhed overfor startbetingelser. r-fglsomhed
kan genkendes i et gentagelsesplot ved at se pa diagonalerne (i,i + k) ,1 < k < N. Hyvis en-
hver af disse af disse har mindst ét hul, sd kan det underliggende system forventes at vere
r-fglsomt overfor starbetingelser. Dette er fordi, at afstanden mellem to baner, som tat pa hin-
anden i starten af maleserien, vil vokse til en afstand stgrre end r, hvilket altsa indikerer r-
felsomhed overfor startbetingelser. Vi vil imidlertid teste for r-fglsomhed ved at betragte meng-
derne {i | ZngzRi_,,-JrHa = 0} for 2 < k < N/2. Hvis ingen af disse er tomme, siger vi at det
underliggende system er r-fglsomt overfor startbetingelser.

Der findes altsa tre tests, som man kan udfgre pa et gentagelsesplot for at finde ud af, om det
underliggende system er r-kaotisk; Hvis udfaldene af alle tre test er positive, kan systemet for-
ventes at vaere r-kaotisk. Det er dog sandsynligvis allerede géet op for leeseren, at disse tests
ikke viser r-kaos i et system formelt, men kun sandsynligggrer det (f. eks. ved hjelp af statisti-
ske metoder), hvilket altsa er hvor vi bevager os fra matematikken over i fysikken og biologien.

Der er en vigtig bemerkning med hensyn til gentagelsesplot, nemlig valget af terskelverdien
r, som man jo for sa vidt kan velge frit. Hvad r i sidste ende bestemmer, er oplgsningen af
plottene, og der er et par forskellige mader at bestemme en passende verdi af r. En effektiv
og simpel formel er r = diam(O(x;)) - 10%, d.v.s. 10% af den stgrste afstand mellem mélinger
i maleserien. En uddybende forklaring herpa og meget mere om gentagelsesplot generelt kan
findesi[11].
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For at vi kan stole pa vores kaos-diagnoser via gentagelsesplot, er det selvfglgelig ngdvendigt at
teste metoden pa et par eksempler for at se, hvordan de klarer sig. Lad os da fgrst se pa en pa en
periodisk maleserie med stgj:

X, =sin(0.1n+X), X «~ U(—0.1,0.1).

Et eksempel pa et gentagelsesplot fra saidan en maleserie er vist i figur 6a. Ud af 10 forskellige
malserier med 250 gentagelser og de tilhgrende gentagelsesplot var alle r-transitive, alle havde
r-teette periodiske punkter og ingen havde r-fglsomhed overfor startbetingelser, hvilket altsa vil
sige, at vores tests afslgrede maleserierne som ikke kaotiske i alle 10 tilfeelde.

Som et andet eksempel betragtes en maleserie genereret af en regressiv random walk:

Xy =011 1 +Y, ¥ A0, 1).

Ud af 10 forskellige malserier med 250 gentagelser og de tilhgrende gentagelsesplot (se fig.
6b for et af dem) var ét r-transitivt, ingen havde r-tette periodiske punkter og alle havde r-
fglsomhed overfor startbetingelser. Altsa kan systemet, ifglge testene, korrekt diagnosticeres
som ikke kaotisk i alle 10 tilfaelde.

For den logistiske model med a = 4, som vi allerede ved er kaotisk, var 10 forskellige maleserier
alle samt positive i alle tre tests, og man kan da konstatere, at systemet er kaotisk, hvilket er
korrekt.

Som slutbemzrkning i dette afsnit om maleserier skal navnes, at en ofte anvendt metode til
bestemmelse af kaos i méleserier er estimater af den maksimale Lyapunov-eksponent, som vi
har set pa tidligere. Der er da en del forskellige metoder til at estimere Lyapunov-eksponenten,
hvoraf de fleste dog bygger pa samme princip. Den grundleeggende idé er, at lede efter punkter i
maéleserien, som er tette pa hinanden, og sa at se, hvordan afstanden mellem dem udvikler sig i
Igbet af et par tidsskridt. Derefter tager man en form for gennemsnit over logaritmen af vaksten
af afstande mellem alle tette punktpar, hvilket giver et estimat af den maksimale Lyapunov-
eksponent. Som sagt er det her vigtigt, at man valger indlejringsdimensionen tilstrekkelig hgj,
for at afstandene mellem punkterne skal vere korrekte.

Kaos i biologiske neuroner

Kaosteori bliver i dag anvendt i en bred vifte af omrader, som f.eks. fysik, meteorologi, eller
elektroteknik. Ogsa i biologien har man haft stor glaede af kaosteori, som blandt andet er blevet
brugt til at analysere populationsmodeller (den logistiske vakst, som vi har brugt som eksempel
flere gange, bliver tit brugt som populationsmodel). Et specielt spandende eksempel pa anven-
delsen af kaosteori indenfor biologien er opdagelsen af kaos i hjernen.
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Figur 6: (a) Gentagelsesplot af maleserie fra et periodisk system med stgj. (b) Maleserie gene-
reret af en regressiv random walk. (¢) Gentagelsesplot af maleserie fra den logistiske

model med a = 4. I alle tre plot er r valgt som 10% af den stgrste afstand mellem
punkter i maleserien.
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Figur 7: Tegning af et biologisk neuron. Kilde: [21].

Eksperimentelt eftervist kaos i neuroner

I 1950’erne blev forskere opmarksomme pa, at hjernen til tider opfgrer sig kaotisk, hvilket har
abnet op for et veeld af ny viden om, hvordan hjernen fungerer. En af de fgrste grupper til at finde
kaos i hjernen var C. Skarda & W. Freeman, der kunne konstatere, at EEG malinger fra specielle
dele af hjernen udviste kaotiske treek [17]. Senere er ydermere blevet vist, at kaos ligger meget
dybere i hjernen, nemlig i de enkelte neuroner.

Neuroner, ogsa kaldet nerveceller, er de celler, som hjernen er opbygget af. De udggr de be-
regningsenheder, som vi bruger til at bearbejde information med. I fig. 7 ses hvordan et neuron
cirka ser ud. Det er en celle, som i den ene ende har et antal dendritter, der forbinder den med
de omkringliggende neuroner. Via disse dendritter modtager neuronet elektriske impulser fra de
andre neuroner. Disse impulser @ndrer spendingsforskellen mellem celleindre og celleydre, og
nar denne forskel nar en hvis terskelveerdi, sd affyrer neuronet selv en elektrisk impuls langs
aksonet, som sa sendes videre ud i andre neuroner. Det er da blevet vist, at den process at om-
vandle et elektrisk input til output kan vere kaotisk for visse input, hvilket vi vil se neermere pa
nu.

De fgrste eksperimenter med henblik pé at udforske kaos i neuroner blev udfgrt af Matsumoto et
al. i 1987 [15], som malte pa bleeksprutteaksoners opfgrsel under varierende inptut. Man bruger
tit bleeksprutteaksoner til eksperimenter, da de er 100 til 1000 gange stgrre end menneskers, og
derfor er en del lettere at handtere. Eksperimentet var sat op sadan, at man sendte elektriske im-
pulser i faste intervaller ind i den ene ende af aksonet og efterfglgende maélte, hvad der kom ud
af den anden. Man lavede da forskellige maleserier, hvor impulsleengden blev fastholdt, ampli-
tuden og tidsafstanden mellem impulserne blev varieret. Dette resulterede i en reekke maleserier,
hvoraf nogle var periodiske, og andre var sa irregulere, at de blev kaldt kaotiske.

Senere, i 1992, blev yderligere eksperimenter udfgrt med blaksprutteaksoner af Mees et al.
[14], og denne gang blev de resulterende maleserier undersggt lidt mere systematisk. For hver
maéleserie blev den stgrste Lyapunov-eksponent beregnet ved hjelp af to forskellige algoritmer
(der er mange metoder til at ggre dette, nogle mere robuste end andre, se evt. [22] for en simpel
og palidelig algoritme), og for flere af maleserierne blev den maksimale Lyapunov-eksponent



Sebastian Schwarze 18/ 29

positiv. Man konkluderede da, at det var sandsynligt at aksonerne opfgrte sig kaotisk, men at det
ikke var sikkert, da en positiv Lyapunov-eksponent ikke ngdvendigvis medfgrer kaos.

Endeligt i 2012 blev malingerne fra 1992 taget op igen i af Hirata et al. [16], og analyseret
grundigere, bl.a. ved hjelp af gentagelsesplot, som vi introducerede tidligere. Resultaterne af
dette arbejde er vist i figur 8. For at eftervise, at maleserien var kaotisk, estimerede man fgrst
den maksimale Lyapunov-eksponent (ved en tredje metode formuleret af Kantz [19], se fig. 8c).
Denne blev omtrent 0.42. Herefter blev systemets Kolmogorov-Sinai-entropi — et andet mal for
et systems kompleksitet, som stammer fra ergode-teori og informationsteori, se [23] for detaljer
— ligesa estimeret, og denne blev 0.42, hvilket igen indikerer kaos. Trovardigheden af begge
estimater blev faestet af, at de ydermere opfyldte den sakaldte Pesin’s identitet mellem et systems
KS-entropi hgs og positive Lyapunov-eksponenter A;:

hgs <Y A
i

[24]. Til sidst blev ogsa et gentagelsesplot konstrueret af maleserien, og de ovenfor beskrevne
tests for r-kaos blev udfgrt, hvilke ogsa alle samt var positive. Alt dette tilsammen gjorde altsa,
at man mente med rimelighed at kunne konkludere, at et blaeksprutteneuron opfgrer sig kaotisk.

Model for et kaotisk neuron

Der findes et vald af diskrete og kontinuerte modeller for neuroner, hvoraf nogle ogsa kan
genskabe de kaotiske feenomener, som vi lige har redegjort for er blevet observeret. Et af de
mest prominente eksempler er den sakaldte Hodgkin-Huxley-model fra 1952, som var en af de
fgrste modeller, der blev udviklet. Modellen bygger pa en forstaelse af de elektrisk-fysiologisk
mekanismer, der sender de elektriske signaler langs aksonet, og er kontinuert i fire dimensioner.
Denne model er dog meget kompleks, og derfor sver at lave beregninger ud fra, og man har
da prgvet at udvikle simplere, diskrete modeller, hvoraf vi vil kigge pa en helt bestemt, nemlig
Aihara-modellen (A-modellen), som foreslaet af Aihara et al. i [20].

A-modellen bygger, modsat Hodgkin-Huxley-modellen, pa en kunstig neuronmodel som anven-
des i kunstige neurale netveerk (d.v.s. en struktur af sméa beregningsenheder, der bliver anvendt
til kunstig intelligens og maskine-lering). Denne kunstige neuronmodel er inspireret af et bio-
logisk neuron, men bruges som et redskab indenfor datalogien, og er altsa ikke optimeret som
biologisk model [20, 25].

Et neuron er intuitivt en enhed, der far en rakke input, og nar disse input overskrider en vis
terskelverdi, sa affyrer neuronet et alt-eller-intet signal. Et typisk, kunstigt neuron prgver da at
felge denne intuition. Lad da x; vere neuroner, som som kan antage to verdier, 0 og 1, svarende
til hvilende og affyrende. Man kan konstruere et netveerk af n sddanne neuroner ved at lade x;(7)
betegne det k’te neurons tilstand til den diskrete tid ¢, og lade x;(t + 1) veere givet ved

x(t+1)=0¢ (i{(wi.,kxi) - 9:’) ;
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Figur 8: (a) Maleserie fra et bleksprutteakson. Oprindelig figurtekst: “Time series of squid gi-
ant axon.” (b) Indlejring af maleserie i to dimensioner. Oprindelig figurtekst: “Return
plot of the dataset. In this figure, the colours show the estimated generating partition.”
(OBS: En generating partition er noget man skal bruge for at estimere Kolmogorv-
Sinai-entropien). (c) Plot over den gennemsnitlige vakst i afstande mellem tetliggende
punkter i maleserien. Den maksimale Lyapunov-eksponent kan afleeses som heldnin-
gen pa den linezre approximation af kurven. Oprindelig figurtekst: “Maximal Lyapunov
exponent estimated by the method of Kantz.” (se [19] for detaljer hertil). (d) Gentagel-
sesplot over del af maéleserien. Tarskelvaerdien r bliver ikke specificeret. Oprindelig

figurtekst “Recurrence plot of squid giant axon.” Alle figurer er, som fundet i artiklen
[16].



Sebastian Schwarze 20/ 29

hvor ¢ er Heaviside-funktionen, w; ; betegner vegtningen af forbindelsen mellem neuronerne i
og j (sa hvis f.eks. to neuroner x; og x; ikke er forbundet med hinanden, s er w; ; = w;; = 0),
og hvor 6; betegner graensevardien for, hvornar det i’te neuron aktiveres. Et enkelt neuron er da
givet ved funktionen

x(t+1) =o(wx(t) —0),

hvor w angiver vegtningen af neuronets “forbindelse” til sig selv.

Denne model kan udvides en smule ved ikke bare at tage den forrige tilstand x(r) i betragtning,
nar man skal udregne tilstanden x(¢ 4 1), men ogsa alle tidligere tilstande x(r —r), 0 < r <t af
neuronet. Hvis man desuden en tilfgjer en inputfunktion A : N —0, 1], der skal symbolisere et
kunstigt input udefra, sa far man et sakaldt Nagumo-Sato-neuron (NS-neuron) [26] som er givet
ved

x(t+1)= i x(t—r)—0).

Vi vil i det folgende antage, at den indflydelse, som tidligere tilstande har pa den aktuelle tilstand
er eksponentielt aftagende og selvhzmmende, hvilket vil sig at w(") = —aik” for to konstanter
o> 0ogk € (0,1). Desuden antages A(¢) at veere midlertidigt konstant, hvilket skal modellere
de eksperimenter, som vi lige har beskrevet. For at forenkle ligning for NS-neuronet, kan den
deles op som en ydre og indre variabel:

y(t+1) Z ok x(t —r)
x(r+1) = ¢(y(t+ 1)),
hvor y(¢ + 1) kan skrives som funktion af y(¢) ved
Yt +1) = ky(t) —ad(y(r)) +

hvora= (A—1)(k—1) [20].

NS-neuroner er blevet brugt som biologiske neuronmodeller tidligere, men de er ikke kaotiske,
hvilket er et problem, hvis man vil modellere de kaotiske aspekter ved bleksprutteneuronet. For
at se, at NS-neuronet ikke er kaotisk, kan vi f.eks. regne Lyapunov-eksponenten ud for systemet
F(x) = kx — a0(x) + a. Denne kan vi finde analytisk direkte fra definitionen, eftersom F’(x) = k
for x # 0 (man kan se bort fra x = 0, da enhver bane, hvor y(r) bliver 0, bliver asymptotisk
periodisk, og derfor har negativ Lyapunov-eksponent). Lyapunov-eksponenten bliver da

‘"):Jgg(m<05W))<o.

Altsa er alle baner asymptotisk periodiske eller stationzre, og neuronet er derfor ikke kaotisk.

A:hmOﬂF@J
n—soo

Derfor har Aihara et al. foreslaet et nyt, kaotisk neuron i [20], som fas ved at erstatte den klas-
siske alt-eller-intet affyringsmekanisme, representeret af den diskontinuerte funktion ¢, med et
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Figur 9: Sammenligning af NS-neuronet (gverst rekke) og A-neuronet (nederste rekke). (a)
Gennemsnitlig affyringsfrekvens som funktion af inputparameteren a. Bemark, at vi
siger, at A-neuronet affyrer en impuls hvis x(¢) > 0.5. (b) Estimat af den maksima-
le Lyapunov-eksponent som funktion af inputparameteren a. (c¢) Bifurkationsdiagram
med inputparameteren a som bifurkationsparameter. Bemark, hvordan kaos i de neder-
ste diagrammer forekommer i fire “vinduer”.

kontinuert signal givet ved en sigmoidfunktion, som f.eks. f(x) = 1/(1+e /%) (det viser sig,
at det ikke ggr den store forskel hvilken sigmoidfunktion man vealger specifikt, se [20]). Dette
vil altsa sige, at A-neuronet er givet ved ligningerne

y(t+1)=ky(t) —of(y(t)) +a
x(t+1)=fy(r+1)).

I fig. 9 har vi sammenlignet NS-neuronet og A-neuronet, for at give et indtryk af den kvalitative
forskel, som erstatningen af ¢ med f ggr. Vi har da her sammenlignet, hvordan neuronerne
reagerer pa forskellige inputstyrker a ved at udregne affyringsfrekvens, Lyapunov-eksponent og
bifurkationsdiagrammer for begge neuroner med k£ = 0.5 og o. = 1 faste.

Hvis vi fgrst betragter de estimerede Lyapunov-eksponenter som funktion af a i fig. 9e, sé kan
man klart se, at NS-neuronet har en negativ, konstant Lyapunov-eksponent, som allerede blev
vist tidligere, og dermed ikke er kaotisk. For A-neuronet varierer Lyapunov-eksponenterne dog
mellem 1/2 og -3, og vi kan observere 4 kaotiske vinduer, hvor eksponenten er positiv. Sammen-
lignes dette med bifurkationsdiagrammet for A-neuronet i fig. 9f, kan samme 4 vinduer klart
genkendes som kaotiske.

For at cementere, at systemet virkelig er kaotisk, kan man f.eks. udfgre gentagelsesplot-testene,
som vi har set pa tidligere. For hver af parametervaerdierne a = 0.095,0.12,0.23 var testene da
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positive i 10 ud af 10 tilfelde, mens alle 10 tests var negative for @ = 0.45. Dette viser altsa, som
forventet, at funktionen er kaotisk i a = 0.095,0.12,0.23, men ikke i @ = 0.45 (sammenlign med

fig. 9f).

For en lidt dybere forstaelse af de fenomener, som vi kan observere i bifurkationsdiagrammet
fig. 9f, kan man starte med at se pa de stationare punkter og deres stabilitet. Disse er lgsningerne
til ligningen

1

Lgsningerne til denne ligning kan findes som skeringspunktet mellem graferne for funktionerne
i fig. 10, og det ses, at der netop er én Igsning #,, for hvert a, hvilket altsa vil sige netop ét
stationart punkt for alle a. ML.h.t. stabiliteten af det stationare punkt gelder, at

|y (tsa)| = 0.5 = f(t;.0)| > 1
Sty 4 € (—0.107..,0.107...)
&a € (0.010..,0.989...).

Dette vil altsé sige, at 7, ; er frastgdende for stort set alle vaerdier af a, og kun stabilt for a tet pa
0 og 1. Bemeark at dette kan genkendes i bifurkationsdiagrammet, hvor stabile fikspunkter kan
observeres i begge ender.

En anden ting, som man kan kigge efter, er, om funktionen har et sakaldt

invariant interval [a,b] for hvilket gelder, at y([a,b]) = [a,b]. Afhaengigt *
af, hvordan a og b ligger i forhold til det lokale maksimumic; = —0.154..

og det lokale minimum c; = 0.154.. (c; og ¢, er uathengige af a), er der

forskellige muligheder for invariante intervaller:

Et interval [a, b] er invariant under y hviss

1. [a,b] = [y(c2),y(c1)] 0g y(c2) < c1 < 2 < y(c1), eller

2. (a) [a,b] = [y*(c1),y(c1)] og y(c2) < c1 < y(c1) < ey eller (b) [a,b] =
[y2(c1),y(c1)] og c1 < y(ea) < ca < y(cy), eller

Figur 10

3. [a,b] = [c,y(c)] og c1 < y(c2) < y(c1) < ¢ for et 2-periodisk punkt
c € ey, ).

Bevis: ” = 7 : Antag at [a, D] er invariant og fgrst at ¢, ¢, € (a,b). Da galder, at

y([a,b]) = [min{y(a),y(c2) },max{y(b),y(c1)}],

eftersom c¢; og ¢, er lokale ekstrema . Altsa er a = y(a) eller a = y(c2). a = y(a) er imidlertid
ikke en mulighed, da a i sé fald ville veere et fikspunkt og vi lige har set at det eneste fikspunkt
ligger mellem ¢; og ¢;. Altsd ma a ngdvendigvis vere y(c;) og lignende ma b vere y(cy).

Antag dernzst, at ¢; € (a,b) og ¢z € [b,0) (tilfeldet ¢, € (a,b) og ¢ € (e0,a] er analogt p.g.a.
symmetri). Da gelder
¥(la,b]) = [min{y(a),y(b)},y(c1)],
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og ved brug af samme argument som ovenfor ma vi have, at [a,b] = [y*(c1),y(c1)].

Antag til slut, at ¢ € (e0,a] 0g ¢z € [b, ). Da galder
y(la,b]) = [y(b),y(a)]

og dermed er invariant kun hvis a = y(b) og b = y(a), d.v.s. at a (og b) udggr en 2-periodisk
bane.

” <7 : Fglger trivielt fra antagelserne.
]

Sa vi har altséa tre forskellige typer af invariante intervaller, alt afhengig af, hvordan intera-
tionerne af c; og ¢, opferer sig, hvilket igen ath®nger af inputparameteren a. Vi er da 1 til-
feelde (1) nar a € (0.252..,0.747..), i tilfelde (2a) h.h.v (2b) nar a € (0.027..,0.252..] h.h.v.
a € [0.747..,0.972..] og i tilfelde (3) nir a € (0,0.027..] eller a € [0.747..,1]. Det er verd at
bemerke, at det invariante interval faktisk kollapser til det stationzre punkt #,, som vi fandt
tidligere, nar a < 0.010.. eller a > 0.989.

I fig. 11a er de invariante intervaller tegnet over bifurkationsdiagrammet, for at give et indtryk
af, hvordan de heenger sammen.

Hvis man kigger nermere pa det forste kaotiske vindue omkring a = 0.1 i bifurkationsdiagram-
met (eller det sidste, som sagt er y symmetrisk omkring a = 0.5), sa kunne det se ud som om, at
der forgér en periodefordobling til kaos lignende den i den logistiske model. I fig. 11c er omradet
omkring det fgrste kaotiske vindue forstgrret og sammenlignet med den logistiske model i fig.
11b, og man kan se, at de to bifurkationsdiagrammer ligner hinanden meget. En mulig arsag til
dette kunne vere, at funktionen y, begranset til det invariante interval [y(c;),y(c1)], faktisk kun
er unimodal (d.v.s. med kun et ekstremum). Den minder altsd meget om den logistiske model,
som ogsa er unimodal, og deler da en stor del af egenskaberne, blandt andet samme vej til kaos.

Det andet kaotiske vindue omkring a = 0.25 opstar muligvis som konsekvens af skiftet mellem
unimodalitet og bimodalitet i a = 0.252.., hvor y(c1) = ¢, hvilket vil sige, at det invariante
interval omfatter begge ekstrema.

M.h.t. affyringsfrekvensen i fig. 9d, sa er en lignende struktur blevet observeret i eksperimenter
med blaksprutteneuroner i [15]. Her malte man ligeledes aksonets affyringsfrekvens som funk-
tion af inputtet, og fandt da en lignende trappestruktur med kaotiske intermezzoer, som vi har
simuleret her. Det understreger altsd A-neuronets evne til at modellere de fanomener, som er
blevet observeret i biologiske neuroner.

Nar man nu ved, at der er kaos i hjernen, er et nertliggende opfglgende spgrgsmal, hvorvidt
kaos har en vigtig funktion i hjernen, eller om den bare er et biprodukt af andre dynamikker.
Spgrgsmalet er stadig abent, og der er flere teorier herom. F.eks. har Skarda & Freeman [17]
spekuleret, at kaos er vigtig for hjernens fleksibilitet, da den udggr en vis, konstant aktivitet (en
slags tomgang), der ggr det muligt for hjernen at reagerer hurtigere pa nye input end ellers.
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a

(b) (©

Figur 11: (a) Bifurkationsdiagram for A-neuronet for a € [0,4]. Den gvre h.h.v. nedre rgde linje
viser y(c1) h.h.v. y(cz2) som funktion af a. Den hgjre h.h.v. venstre bla kurve viser
y?(c1) h.h.v. y?(c,) som funktion af a. De stiplede linjer angiver (set fra hgjre) overgan-
gene mellem tilfeldene (3),(2a),(1),(2b) og (3) for de invariante intervaller. Bemeark,
hvordan den invariante intervaller [y?(c1),y(c1)], [*(c2),¥(c2)] og [y(c2),y(c1)] ser ud
til at definere formen pa diagrammet. (b) Bifurkationsdiagram for den logistisk model
for a € [2.8,4]. (¢) Bifurkationsdiagram for A-neuronet for a € [0,0.14].



Sebastian Schwarze 25/ 29

Der er desuden lavet en del undersggelser af kaotiske, neurale netvaerk, og deres beregningse-
genskaber (se f.eks. [20], hvor et netvaerk af A-neuroner bliver analyseret). Traditionelt er kaos i
et kunstigt neuralt netveerk ugnsket, da beregninger i sadanne netveerk netop bygger pa, at syste-
met bliver stabilt pa et tidspunkt, men man har fundet ud af, at visse kaotiske netvaerk er bedre
til at reagere pa ny data, da de ikke besidder samme rigide struktur som konventionelle netverk.
Yao, Freeman, Burke og Yang har f.eks. konstrueret et kaotisk netverk, som kan lere at kende
forskel pa forskellige mgnstre, og som prasterer en del bedre en ikke-kaotiske netverk [18].
Dette taler altsa for, at kaos faktisk har en nyttig funktion i neurale netverk generelt, og specielt
i hjernen.

Konklusion

I ovenstaende har vi altsa set, at kaos er til stede i hjernen, og at den muligvis spiller en afggren-
de rolle for den made, som hjernen fungerer pa. At indse dette kreevede dog en lengere process,
hvor vi fgrst sé pa diskrete dynamiske systemer generelt, hvilket gjorde det muligt at give nogle
forslag til definitioner pa, hvad kaos egentlig er. Derefter udviklede vi redskaber, der kunne bru-
ges til at eftervise kaotiske fanomener i reelle biologiske systemer ved hjelp af eksperimenter.
Der blev da givet et konkret eksempel pa, hvordan disse redskaber er blevet brugt til at vise, at
biologiske neuroner er kaotiske, hvorefter en model blev opstillet af netop disse neuroner. For
at fa et indblik i, hvordan denne neuronmodel opfgrte sig, analyserede vi den med nogle af de
redskaber, som vi havde udviklet, hvilket gav os en indsigt i de mulige dynamikker, der styrer
neuronaktivitet i hjernen, der pa sigt maske kan bidrage til en afggrelse af, hvilken rolle kaos
spiller i hjernen.

En ting, der er verd at bemarke m.h.t. brugen af begrebet “kaos” i dette projekt er, hvordan dets
betydning faktisk @ndrer sig svagt som vi skrider frem. Da vi f.eks. viste, at den logistiske model
er Devaney-kaotisk, foregik det formelt stringent og med en matematisk definition af kaos for
gje. Da vi kom til kaos i bleeksprutteaksoner, var der ikke meget tilbage af denne stringens. Her
estimerede man Lyapunov-eksponenter og lavede statistiske tests til at konkludere, at systemet
var kaotisk. Betydningen af begrebet kaos er altsa ikke helt den samme néar Devaney bruger det, i
forhold til nar f.eks. Aihara et al. bruger det. For den ene er kaos givet ved en formel matematisk
definition og for de andre er kaos en fysisk egenskab, der ikke bevises, men findes. Vi har her i
projektet set, hvordan disse to opfattelser af kaos, den strengt formelle og den fysisk intuitive,
spiller sammen i en greenseflade mellem fysik, biologi og matematik.

Ud fra et matematisk perspektiv er der flere forskellige veje man kan ga herfra. F.eks. kun-
ne det veere nyttigt at finde andre mal for kaos i dynamsiske systemer, der er mere entydige
en Lyapunov-eksponenterne. Hertil har man f.eks. udviklet begreberne topologisk entropi og
Kolmogorov-Sinai-entropi (som vi allerede er stgdt pa tidligere), som er mal for kompleksiteten
i h.h.v. et generelt topologisk system, og et metrisk system, og som dermed er mere generelle
end Lyapunov-eksponenterne. For mere om entropier, se f.eks. [8,23,24] .

M.h.t. til de dynamiske egenskaber af A-neuronet (eller méaske endda i endimensionale systemer
generelt), kunne det f.eks. vere interessant at undersgge pracist hvilken indflydelse iterationerne
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y"'(c1) og y"(c2) har pa dynamikken af neuronmodellen, da vi allerede har set, at de fgrste itera-
tioner y(c;), y*(c;) er afggrende for, hvordan de invariante intervaller ser ud. Graves lidt dybere
i emnet, sa viser det sig faktisk, at iterationsmgnstret af de to ekstrema bestemmer, hvilke slags
baner, som kan eksistere i systemet. Dette er et resultat fra “kneading”-teori ( “altnings”’-teori
pa dansk), som netop bruger iterationerne af ekstrema som analyseredskab af endimensionale
systemer. Desuden kan denne teori kombineres med et felt kaldet symbolsk dynamik, som byg-
ger pa en analyse af symbolske reprasentationer af en diskretisering af faserum, for at danne et
kraftigt redskab til analysen af blandt andet bifurkationsforholdene i dynamiske systemer. For at
laese mere om dette, se f.eks. [8].

Endeligt har vi slet ikke bergrt kontinuerte dynamiske systemer, som er beskrevet af differenti-
alligninger, selvom meget af den teori, som vi har prasenteret her, faktisk stammer fra under-
sggelsen af kontinuerte dynamiske systemer. Her er Lyapunov-eksponenterne et godt eksempel,
der fgrst og fremmest blev udviklet til analysen af kontinuerte systemer. Pa trods af, at de fle-
ste fysiske fenomener beskrives mere ngjagtigt af kontinuerte systemer, har diskrete dynamiske
systemer den fordel, at de kan udvise kaotisk opfgrsel i blot én dimension, mens det kraever
tre eller flere dimensioner for et kontinuert system at vare kaotisk [25]. Det er med andre ord
muligt at modellere meget komplekse dynamikker i lave dimensioner, hvis man bruger diskrete
modeller frem for kontinuerte. Dette er is@r nyttig m.h.t. modelleringen af kaotiske fanomener,
hvilket blandt andet er grunden til, at man er begyndt at bruge diskrete dynamiske systemer
som biologisk neuronmodeller. Desuden egner diskrete modeller sig ogsa bedre til analysen af
maleserier, da malinger jo ngdvendigvis tages i diskrete tidsskridt.

Appendiks A

Samling af eksempler pa noget af den kode, som er blevet brugt i lgbet af projektet til at lave
beregninger og tegne diagrammer. Al kode er skrevet til Maple 18. O1.

1. Cobweb-diagrammer. Beregning af fgrste n = 100 iterationer af funktionen f(x) =3x(1—
x) ud fra starttilstanden xo = 0.1 (gemt i variablen itrerationer), samt grafisk fremstilling
som web-diagram:

restart: with(plots):

f:=x—>3%xxx(1—x):

n:=100:

x0:=0.1:

iterationer :=[x0]:
plotl:={plot({f(x),x},x=0..1, color=black)}:

for i from 1 to n do
xl:= f(x0):
iterationer :=[op(iterationer),x1]:
plotl:=plotl union {plot([[x0,x0],[x0,x1],[x1,x1]],
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color=blue) }:
x0:=x1":
end do:

display (plotl);
2. Bifurkationsdiagrammer. Bifurkationsdiagram for funktionen f(x) = ax(1 —x) med bi-

furkationsparameter a € (0,4], oplgsning (n,m) = (1000, 80), startposition xo = 0.154, og
dis = 100 kasserede initiale iterationer.

restart: with(plots):

f:=(a,x)—>axxx(1—x):

n:=1000:
m:=80:
dis:=100:

plotpoints :=[]:

for i from 1 to n do

a:=4x1/n:

x0:=0.154:

for iteration from 1 to dis do
x0:=f(a,x0):

end do:

for iteration from dis+1 to dis+m+l do
x0:=f(a,x0):

plotpoints :=[op(plotpoints ) .,[a,x0]]:
end do:
end do:

pointplot(plotpoints ,symbol=point);

3. Lyapunov-eksponenter. Estimering af den maksimale Lyapunov-eksponent for funktio-
nen f(x) = 4x(1 —x) med n = 100 iterationer og dis = 30 kasserede initiale iterationer,
ud fra starttilstanden xo = 0.4633.

restart:

fi=x—>4%xx(1—Xx):

n:=100:
dis:=30:
x0:=0.4633:

sumlist :=[]:

for 1 from 1 to k do
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x0:=f(x0):
end do:

for 1 from dis+1 to dis+n+1 do
sumlist:=[op(sumlist),In(abs(eval (diff(f(x),x),x=x0)))]:

x0:=f(x0):
end do:
convert(sumlist, ‘+ ‘)/n;
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